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Capitulo

Introducédo e Objectivos

M 1859, Charles Darwin, publicou a sua teoria relativa a evolugcdo das
E espécies, segundo a qual, as variagdes do fendtipo dos organismos
deveu-se a modificacbes lentas do meio, i.e. quando os critérios de
desempenho mudavam, as espécies tendiam a adaptar-se a essas novas
condigdes. Em termos ecoldgicos este fendbmeno descreve uma malha de

realimentacao entre uma dada espécie e 0 meio que a circunda.

A regulagéo por realimentagcdo ndo é um fendmeno do dominio exclusivo dos
sistemas biolégicos. De facto, o controlo por realimentacdo € o mecanismo
basico pelos quais os sistemas, sejam eles mecanicos, eléctricos ou biolégicos,
mantém o seu equilibrio. As acgbdes de controlo tomadas neste contexto tém
por base a diferenca entre o estado desejado e o estado actual do sistema, i.e.

a adaptacao é feita em funcéo do erro.

Em particular, e no que diz respeito a esta disciplina, o controlo por
realimentagcao de um parametro ou conjunto de parametros relativos a um dado
processo (normalmente entidades fisicas como posicdo, temperatura, ou

concentragéo) pode ser esquematizado através do seguinte diagrama [3].
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Fig 1. Diagrama de blocos de um sistema de controlo por realimentagao.
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Como se pode observar, dentro do contexto da regulagdo automatica, é

possivel identificar trés componentes principais sendo eles:

» Cadeia de Medida.
= Cadeia de Actuacéo.

= Algoritmo de Controlo.

A cadeia de medida é o subsistema responsavel pela quantificagao da variavel
a controlar. Este bloco é, em termos fundamentais, constituido por um
elemento sensivel a propriedade que se pretende medir. Normalmente essa
sensibilidade reflecte-se em variagdes de uma qualquer propriedade eléctrica

como por exemplo tensao, impedancia ou frequéncia.

O sinal adquirido, e devidamente condicionado, sera o responsavel por
fornecer a informacao associada ao estado presente do sistema. Esse estado
sera comparado com o desejado resultando num sinal de controlo que é
fornecido a cadeia de actuacdo. Este, depois de devidamente adaptado, sera
usado para excitar um qualquer actuador. O actuador efectua o papel inverso
do sensor convertendo um sinal, normalmente eléctrico, em outro ndo eléctrico.
Exemplos disso s&o o motor eléctrico, em que corrente eléctrica é convertida
em energia de rotagcédo, ou um cilindro pneumatico conduzido por uma electro-
valvula onde corrente eléctrica é convertida, de forma indirecta, em

deslocamento axial.

O bloco que, a partir da informacgao do estado do sistema, fornece o sinal de
comando €& designado por compensador ou controlador. Numa perspectiva
electrotécnica este pode ser analdgico ou digital (note-se que, genericamente,
o controlador pode ser de outra natureza como por exemplo mecanico,
pneumatico ou hidraulico). Para qualquer uma das duas estratégias o seu
modo de operagédo € o0 mesmo: executar operagdes algébricas entre sinais. No
caso analdgico as operagdes matematicas sdo executadas recorrendo, por
exemplo, a circuitos somadores, integradores e diferenciadores desenvolvidos
em torno de amplificadores operacionais. Por outro lado, no caso de
controladores digitais, os calculos sdo levados a cabo por portas logicas. Mais
concretamente sdo os microprocessadores que, por norma, se encarregam

dessa tarefa.

2 J.P. COELHO
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A complexidade das operagdes levadas a cabo pelo controlador podem ir de
uma simples comparacdo com histerese (controlo on/off) a uma estratégia de
controlo mais elaborada como por exemplo o controlo de trés termos
(Proporcional-Intergral-Derivativo) que sera objecto de revisdo no capitulo 1

deste documento.

No dominio dos controladores digitais, dada a maior facilidade de
implementagéo de rotinas de calculo numérico, € possivel encontrar estratégias
de controlo mais avancadas como por exemplo o controlo adaptativo.
Subjacente a esta filosofia encontra-se a possibilidade de adaptagdo do
controlador as mudangas na dindmicas do processo ou no perfil das
perturbagdes. Essa adaptacdo é conduzida, por alteragdes nos graus de
liberdade do controlador, através de um determinado mecanismo de ajuste dos

parametros [1].

REFERENCIA - ON/OFF )
| | — sAlba

PROCESSO

Fig 2. Diagrama de blocos de um sistema de controlo do tipo on/off

AJUSTE DE
PARAMETROS

B |

REFERENCIA PROCESSO
CONTROLADOR

SAIDA

SINAL DE
CONTROLO

(a) PARAMETROS DO CONTROLADOR

Fig 3. Diagrama de blocos de um sistema de controlo adaptativo

Presentemente, e dada a proliferacdo e baixo custo dos sistemas
computacionais digitais, e atendendo as enormes vantagens que lhe estédo
associadas, o controlo baseado em sistemas numéricos digitais, tais como
DSP's, micro-controladores ou microprocessadores, exonerou quase

completamente os controladores analdgicos das suas fungdes.
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0.1 Controlo Digital: Do que é que se trata?

Como ja se afirmou anteriormente, o objectivo de um sistema de controlo é o
de obrigar um sistema a se manter o mais proximo possivel do estado
referéncia ignorando efeitos desviantes. Para isso, o controlador gera um sinal
de controlo a partir da manipulagao algébrica do sinal representativo do estado

do processo.

Neste contexto, o projecto de controladores prende-se com a resposta a

seguinte questao:

Como estabelecer a relagdo entre as acgbes de controlo e a

informag&o proveniente do sistema?

Informagéo }.’ } Accio
]

Até ao século XIX, o projecto de sistemas de controlo envolvia apenas
conhecimento empirico, i.e. tentativa e erro e uma boa dose de intuigcdo. Apds a
primeira apresentagao rigorosa da analise da estabilidade de um sistema de
controlo por Maxwell em 1868, a teoria do controlo adoptou a sua linguagem

formal: a matematica.

Desde o artigo apresentado por Maxwell até aos dias presentes, foram
numerosas as pessoas que contribuiram para a maturagao cientifica da teoria
de controlo. Entre eles, e s6 para citar alguns, € bem conhecido o trabalho de
Lyapunov, Nyquist, Bode e Popov. As duas grandes guerras assim como a
corrida espacial ou o desenvolvimento das telecomunicagbes foram os grandes
motores que impulsionaram, sem precedentes, o desenvolvimento de métodos

de analise e projecto de sistemas de controlo.

Neste contexto, o controlo digital aparece como uma forma de "upgrade" do
controlo analégico. Além do limite na complexidade das operagdes realizaveis,
os limites e tolerancias dos componentes fisicos constituem, para o controlo
analogico, uma séria desvantagem. Mais concretamente, o controlo digital

trouxe as seguintes mais-valias aos servo-sistemas:

4 J.P. COELHO



CONTROLO DIGITAL

= Aumento do desempenho
= Diminui¢cdo dos custos

» Fiabilidade

* Flexibilidade

Relativamente ao primeiro ponto, e dada a possibilidade de se elevar a
complexidade dos compensadores, o desempenho dos sistemas de controlo
aumenta. Adicionalmente, e dada a evolugao industrial que se tem feito sentir,
o custo dos processadores digitais tem vindo, tendencialmente a diminuir. Mais
ainda, e dado que os valores dos coeficientes do controlador ndo séo gerados
por componentes fisicos, ndo se verificam derivas nos parametros do
controlador. Deste modo assiste-se a um aumento da fiabilidade assim como
da capacidade de replicagdo dos controladores. A flexibilidade, i.e. a
capacidade de alterar o controlador por "software", reflecte uma estratégia mais

agil e menos onerosa de ajuste dos sistemas de controlo.

Voltando a questdo levantada inicialmente, é efectivamente o estudo da teoria
subjacente a analise e projecto de sistemas de controlo que nos ira mover.
Mais concretamente, e dado que nos referimos ao controlo digital, estamos
interessados no mapeamento acgao/informagdo para o caso em que esta
ultima n&do é obtida do sistema de forma continua mas sim em intervalos de
tempo discretos, i.e. amostrada. Assim, e em tragcos gerais, os objectivos de

base que o aluno deve perseguir ao longo desta disciplina sao:

= Compreender sistemas em tempo discreto.
= Compreender sistemas controlados por computador.
= Ser capaz de projectar controladores digitais recorrendo a técnicas

classicas.
0.2 Arquitectura do Documento

Este documento esta organizado em dois capitulos estando complementado
ainda com um conjunto de apéndices cujo objectivo principal é diminuir o tempo

de estudo associado a matérias satélite ao controlo de sistemas.

O primeiro capitulo pretende apenas ser uma revisdao de alguns conceitos

fundamentais do controlo continuo que serdo necessarios para o controlo
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discreto no tempo. No segundo capitulo apresenta-se a teoria de sistemas

amostrados, e técnicas de projecto no dominio da frequéncia.

Em cada um dos capitulos, e sempre que se achar relevante, apresentam-se
em caixas de texto, demonstragcbes de expressbes e equagdes ou,
alternativamente, conceitos que, apesar de nao estarem contemplados em

termos de conteudo programatico, achou-se por bem incluir.
0.3 Pré-Requisitos

De modo a poder ser possivel acompanhar os conteudos incluidos neste
documento, o aluno devera possuir solidos conhecimentos nas seguintes areas

do conhecimento:

= Calculo diferencial e integral
= Analise complexa
= Sistemas e Sinais

» Teoria de controlo no dominio analégico

Devera ainda possuir conhecimentos de sistemas de aquisicdo de dados
(conversores A/D e D/A) e elevado dominio na utilizagdo da ferramenta

informatica MatLab®¥.

[ €« CAPITULO O]

¥ MatLab® ¢ uma marca registada pela MathWorks, Inc..
6 J.P. COELHO




Capitulo

L

Controlo no Dominio Continuo

1.1 Conceitos Basicos para Sistemas de Controlo

principal motivacao subjacente ao projecto de um sistema de controlo é a
A de obrigar um dado sistema a apresentar um perfil de resposta o mais
coerente possivel com aquela que se pretende que este exiba. Esse perfil deve
ser o mais independente possivel de perturbacdes que possam acometer o

sistema.

Para isso, grande parte dos procedimentos de projecto de um sistema de
controlo assenta num modelo (normalmente matematico) do processo a
controlar. Dado que o comportamento de um sistema dinamico real é,
frequentemente, demasiado complexo para poder ser modelado
completamente, normalmente adopta-se uma aproximagdo baseada num
conjunto de suposi¢bes como por exemplo a linearidade e a invariancia no

tempo.

No que se refere aos sistemas dindmicos, o seu comportamento, assim como
os sinais por eles manipulados, podem ser descritos, no dominio do tempo,
através de um conjunto de equacgdes diferenciais. Por exemplo, no dominio
continuo do tempo, um sinal ou sistema deterministico pode ser descrito por

uma equacao diferencial homogénea do tipo,

d"x(t) _ f[x(t) dx(t) d’x(t) d”_lx(t)J )

dr" de ° d 7 d”

com condic¢des iniciais,

{x(o)’ dx(0) d’x(0) d”‘lx(O)} 2)

d =~ d* 7 di™!

No caso particular de sistemas lineares e invariantes no tempo, o seu

J.P. COELHO 7
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comportamento dinamico € normalmente descrito por equacgdes diferenciais de

coeficientes constantes da forma:

&y, 470

dt" !

onde T, >0 se refere a um atraso puro no tempo.

d"u(t—T,)

tm

+otay(t)=b, -+ bu(t—T,) 3)

[ nota ]

Para o caso particular do sinal 1-D, x(t):A-sin(cot+(p), obtém-se, derivando

duplamente em ordem ao tempo,

d);(tt) = Aw-cos(wt +¢)
2
ddjgt) — — Ao’ sin(of +¢)

Por outro lado como A-sin(oat+q>) = x(t) a expressao anterior toma a forma,

d’x(1)
% =—o -x(t)=>

A solugao desta equagao diferencial € do tipo:

jot —jot
x(t)=C,-e’" +C,-e

d’x(1)

% +o - x()=0

O que leva a que, considerando o sinal inicial e atendendo a relacdo de Euler,

x(t)= A-sin(ot+¢) = ie’“’ e’ —ie*j‘p e e logo,
2j 2j

C, :iej"’ e C, :—ie*j“’

2j 2j
Deste modo é facil ver que,
x(0)=C ™| +C-e?| =C+C,=4sin() e que
d(0) . ol el .
TZJCOCI | —joC, e’ = joC - joC, = Aw-cos(¢)

Assim, pode concluir-se que x(t):A-sin((ot+(p) pode ser representado pela

equacao diferencial:

d’x(t)
dt*

+o -x(t) =0 sujeita as condigdes iniciais

dx(0)

{x(O) = 4-sin(g), = Aoa-cos(cp)}

8 J.P. COELHO
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Uma forma alternativa de representar um sistema modelado nestes termos
decorre da aplicacao da transformada de Laplace a equacao diferencial. Assim,
e para um determinado conjunto de condi¢des iniciais, a equagao diferencial
genérica apresentada em {3} passa a ter o seguinte aspecto no dominio de
Laplace®,

¥(s) = X 15y + LB

D)D) i

onde,

-1
N(s) _ oD .bms’" +b "+t b,
D(s) s"+a, "+ +a,

()

e CI(s) refere-se a um polindbmio em s associado as condigdes iniciais do
sistema. Considerando apenas a resposta forgcada, i.e. considerando as
condigdes iniciais nulas, a relagdo entre Y(s) e U(s) € designada por fungéo
de transferéncia (F.T.) e possui a forma da razdo de dois polinémios em s

como se mostra na equagao subsequente.

LS) _NG) _ o b,s" +bm_ls’”_1 +e+ b,
UG) DGs) P ——

=G(s) (6)

De modo a garantir a causalidade do sistema, o grau do polinébmio do
denominador devera ser maior ou igual ao grau do polinébmio do numerador, i.e.
n>m. A causalidade esta, como se sabe, intimamente ligada a existéncia

fisica do sistema.

[ nota] Um sistema é dito causal se a sua resposta ndo depende de valores

futuros dos sinais de entrada.

Os valores de s que tornam a razdo nula sdo chamados de zeros do sistema.
Por outro lado os valores de s que tornam G(s) infinita sdo designados por
polos do sistema. Um sistema com » polos é designado por sistema de ordem
n . Por outro lado um sistema com [ pdlos na origem (ou seja em s=0) é

denominado por sistema de tipo /.

[ nota] Como se vera mais a frente, o tipo de um sistema esta intimamente
ligado a ordem do polindbmio associado ao sinal de entrada que este

consegue seguir com erro em regime permanente finito.

¥ .
Aconselha-se um estudo prévio ao anexo A1 deste documento.
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Dependendo da razao entre o numero de pélos e o numero de zeros da fungao
de transferéncia esta pode ser designada por:
* Prépria se 11301 G(s)=C <o, i.e. existem tantos polos como zeros finitos.
*= Imprépria se EE{.}G(S) =00, i.e. existem mais zeros finitos do que podlos
= Estritamente Prépria se liigG(s)zo, i.e. existem mais pélos finitos do

que zeros.

[ nota] A maior parte dos sistemas fisicos sdo modelaveis por fungdes de
transferéncia estritamente proprias. Mais ainda, e como ja foi dito,
todos eles requerem que o numero de zeros seja inferior ou igual ao

numero de polos por forma a garantir causalidade.

Para finalizar note-se que, na transformada de Laplace, s € uma variavel
complexa da forma s =c+ jo. Por este motivo, uma das representagées mais
comuns dos pélos e zeros de um sistema recorre ao seu enquadramento no
chamado plano s. O plano s ndo é mais do que o bem conhecido plano de
Argand para numeros complexos onde, num par de eixos ortonormados
associados a parte real e a parte imaginaria, os numeros complexos podem ser

representados.

Por outro lado é de evidenciar que, a fungao de transferéncia G(s), € também
uma entidade complexa. Considerando ¢=0, i.e. s=jo a relacdo G(jo) em

funcédo de o fornece aquilo que se designa por resposta em frequéncia. Como

G(jw) € complexo, esta pode ser expressa por magnitude e fase. Os graficos
da magnitude e da fase de G(jo) em fungdo de » s&o designados por graficos

da resposta em frequéncia.
1.1.1 Estabilidade dos Sistemas de Controlo

No projecto de um sistema de controlo a estabilidade do sistema sob estudo &
uma caracteristica que deve ser tida sempre em consideragao. A estabilidade
de um sistema causal, linear e invariante no tempo pode ser avaliada a partir
da solugdo da equacgao caracteristica, i.e. todos os valores de s que sejam

solugao da equagao D(s)=0.

Abreviadamente, um sistema causal, linear e invariante no tempo (LIT) é

10 J.P. COELHO
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assimptoticamente estavel se todos os seus polos (também designados por
modos) possuem parte real negativa. Por outro lado, se existir pelo menos um
polo com parte real positiva o sistema é assimptéticamente instavel. Define-se
ainda estabilidade marginal para os casos em que 0 sistema possui um polo

com parte real nula.

[ nota ]

Um sistema para ser estavel é necessario que a sua resposta impulsional seja
absolutamente integravel (absolutamente somavel para sistemas discretos no
tempo), i.e. [11][12]

T|h(t)|dt <o ou Zw: |h[k]| < o0
—3 k=—o0

Essa é também uma das condi¢cbes necessarias para que um sistema admita

representacdo no dominio de Fourier isto porque:
H(jo)= j h(t)-e ' dt
Para o integral convergir € condicdo necessario que:

J' |h(t)|dt <o (uma das condiges de Dirichlet [11][12])

Assim, se um sistema linear e invariante no tempo #4(¢) admitir representagao
em Laplace H(s) € necessario que a regiao de convergéncia inclua o eixo jo

para que o sistema admita representagcdao em Fourier, i.e. para que o sistema
seja estavel. Adicionalmente, se o sistema for causal, a regido de
convergéncia é todo o plano a direita do polo mais a direita. Assim se um
sistema for linear, invariante no tempo e causal € necessario que os pélos
estejam a esquerda do eixo jo de modo a que o sistema seja
assimptoticamente estavel, i.e. devem possuir parte real negativa. Como é
obvio, se um sistema nao for causal, para ser estavel os pélos devem estar no

semi-plano direito!!

Uma outra alternativa de analise da estabilidade tem a ver com a resposta
forcada do sistema. Deste modo diz-se que um determinado sistema € estavel
segundo o critério BIBO (Bounded Input Bounded Output) se a sua resposta a

uma entrada delimitada é delimitada, i.e. um sistema LIT é estavel no sentido
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BIBO se, independentemente do perfil do sinal, uma entrada limitada em

amplitude conduzir a um sinal de saida limitado em amplitude.

[ nota] Estabilidade BIBO

Admita-se um sistema linear e invariante no tempo regido pela equagéo,
y=T{x(1)}

onde T{} designa uma operacgao de transformagao. Este sistema é estavel no

sentido BIBO se, garantindo que x(z) é limitado em amplitude por um valor

genérico e finito digamos B, , a resposta a esse sinal de excitagdo conduzir a

uma saida y(#) tambem ela limitada por um qualquer valor finito arbitrario B,

i.e. se [x(1)|< B, <0 — |y(1)| < B, <0 ,Vt entdo o sistema ¢ BIBO estavel.

Note-se que um sistema assimptéticamente estavel é estavel no sentido BIBO
mas o contrario ndo é verdade. Por exemplo para um sistema redutivel de

segunda ordem (um polo e um zero no mesmo ponto em s ) do tipo:

G(s)=—1¢
(s+a)(s+b)

se a for negativo e b positivo o sistema é estavel no sentido BIBO mas nao o
€ no sentido assimptotico pois a equacgao caracteristica possui um polo com

parte real positiva.

[ nota] A localizagéo dos zeros no plano nao contribui para a estabilidade dos
sistemas. No entanto existem designagdes distintas para sistemas com
todos os zeros no semi-plano direito e sistemas com, pelo menos, um
zero no semi-plano esquerdo. Aos sistemas do primeiro tipo séo
chamados de sistemas de fase minima e aos segundos de sistemas

de fase nao-minima.

1.1.2 Figuras de Mérito em Sistemas de Controlo

Em ultima analise, o projecto de um sistema de controlo prende-se com a
satisfacdo, por parte do sistema, de um conjunto de especificagbes de
desempenho. Algébricamente, as especificagdes de desempenho sdo as

limitacbes feitas sobre as fungdes matematicas que descrevem as
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caracteristicas do sistema. Essas limitagbes irdo reflectir-se em variagées num

conjunto de caracteristica no que diz respeito ao comportamento do sistema.

O comportamento do sistema pode ser avaliado em dois dominios distintos:
= Dominio do tempo e

=  Dominio da frequéncia.

No primeiro as figuras de mérito sdo expressas em fungdo do tempo e no
segundo, como o préprio nome indica, sdo definidas em fun¢ao da frequéncia.
As caracteristicas, que um dado sistema deve exibir, podem ser definidas em
um ou em ambos os dominios. Normalmente o seu conjunto especifica trés
figuras de mérito fulcrais em sistemas dinamicos:

= Velocidade de resposta,;

= Estabilidade (relativa);

» Erro admissivel em regime permanente.

Nas trés seccdes que se seguem apresentam-se os critérios de desempenho

mais comuns no contexto do controlo de sistemas.
1.1.2.1 Critério de Desempenho em Estado Estacionario

O desempenho em regime permanente, em termos de erro de estado
estacionario, € uma medida da precisdo do sistema quando referido a uma
entrada especifica. Por norma trés tipos de entrada sao considerados:

= Degrau unitario (sinal de excitagao de ordem zero)

= Rampa (sinal de excitagao de primeira ordem)

= Parabola (sinal de excitacdo de segunda ordem)

O primeiro afere a capacidade do sistema reagir a variagdes bruscas do sinal
de referéncia, e os restantes a capacidade do sistema seguir trajectérias. No
dominio do tempo e da frequéncia os trés sinais acima citados possuem a

seguinte representagdo matematica:

Degrau Rampa (inclinagao m) Parabola
1
Tempo r(t) = u(t) r(t)=m-t-u(t) r(t) = Etzu(t)
A 1 m 1
Frequéncia R(s)=— R(s)=— R(s)=—
S S S
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O erro em regime permanente (¢ ) € a diferenca entre o valor da amplitude,

em regime permanente, da amplitude do sinal de entrada face ao sinal de
saida. Para sistemas estaveis este valor é determinado recorrendo ao teorema

do valor final. Este tema voltara a ser abordado na secc¢ao §1.1.8.2.

[ nota] Teorema do valor final.

O valor final da fungao f(¢), cuja transformada de Laplace é F(s), é:
lim f(¢) = lin(}SF (s)
Exemplo: Calculo do erro em regime permanente, face a um degrau unitario,

para um sistema de primeira ordem do tipo:

G(s)=—2

S+a

do enunciado sabe-se que,

Yes) o ,U(s):l e 0 erro € dado por E(s)=U(s)—-Y(s)
U(s) s+a s
como
a
e e

E(s)=2-—% :1(1— O‘J

S s@+a) S S+a

entdo o erro em regime permanente é dado por:

5 (00 . St+ta—o a—ao = e
e =limsE(s)=1- =lim = (se a=a entdo e é nulo)
Teo0 s+a 0 s+a a .

1.1.2.2 Especificagées no Dominio do Tempo

As especificagbes no dominio do tempo sédo geralmente definidas em termos
da resposta do sistema a um degrau unitario. Entre outros destacam-se os
seguintes critérios de desempenho:

= Tempo de Subida (T,) - Tempo necessario para que a resposta do

sistema, a um degrau unitario, cresga de 10% a 90% do seu valor em
regime permanente. Tanto o tempo de subida como as trés
especificagoes que se seguem referem-se a medida da velocidade de

resposta do sistema.
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Tempo de Atraso (T,) — Tempo necessario para que a resposta do

sistema, a um degrau unitario, atinja 50% do seu valor em regime
permanente.

Tempo de Estabelecimento (T,) — Tempo necessario para que a

resposta, a um degrau unitario, atinja e permaneg¢a dentro de uma
percentagem especificada do seu valor em regime permanente
(normalmente £1%, £2% ou +5%).

Constante de Tempo (Predominante) (1) — Refere-se a uma medida
alternativa do tempo de estabelecimento. Para um sistema estavel de
ordem superior a um refere-se ao tempo necessario para que a
envolvente da resposta transitéria atinja 63% do seu valor em regime
permanente.

Sobre-elongagdo (8;)- A sobre-elongagdo ou sobre-elevagéo € a
diferenca maxima entre as solugdes transitoria e de estado estacionario
para uma entrada em degrau. Este critério € representativo da
estabilidade relativa e normalmente €& apresentado em termos

percentuais relativamente ao valor em regime permanente.

1.1.2.3 Especificagées no Dominio da Frequéncia

Entre outras, definem-se as seguintes especificagbes no dominio da

frequéncia:

Margem de Ganho (G, ) e Margem de Fase (P,) — Definem um critério

para a medida da estabilidade relativa do sistema.

Largura de Banda (BW ) — E uma medida da velocidade de resposta do
sistema e é frequentemente definida como a faixa de frequéncias sobre
a qual o ganho ndo difere em mais de -3dB do seu valor a uma
frequéncia especificada.

Pico de Ressonéncia (M,) — E uma medida da estabilidade relativa e

refere-se ao valor maximo da magnitude da resposta em frequéncia de

malha fechada. Este critério esta intimamente ligado a margem de fase

recorrendo-se, frequentemente, a seguinte aproximagao [6]:

M~
" 2-sin(P,/2)
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[ nota ]

Devido ao facto dos modelos utilizados no projecto de sistemas de controlo
serem apenas aproximacodes, nao € suficiente para garantir a estabilidade de
um sistema que os podlos de malha fechada estejam no semi-plano direito.
Assim, se o sistema é estavel pretende-se saber, de modo a projectar um
sistema de controlo robusto, quao perto estda da instabilidade. Sistemas
estaveis com baixas margens de estabilidade apenas funcionam em simulagao
(o mais provavel é que, na pratica, o sistema seja instavel) [6]. Tipicamente os
sistemas sdo destabilizados quando o ganho excede um determinado limite ou
existe demasiado atraso de fase. Estas tolerancias de ganho e fase sé&o

designadas por margens de ganho e margens de fase.

A margem de ganho é definida como a grandeza do inverso da fungdo de

transferéncia (malha aberta) avaliada a frequéncia ®_ na qual o angulo de fase

€ -180° (frequéncia de cruzamento de fase), i.e.

G, =|G(jo)"

Por outro lado, a margem de fase é definida como 180° mais o angulo de fase
da fungao de transferéncia (malha aberta) a frequéncia o, em que o ganho é
unitario (frequéncia de cruzamento de ganho), i.e.

2 = 180+arg(G(j(D))

0=0, (0.|G(jo)=1)
Empiricamente, é desejavel que a margem de fase de um sistema esteja entre
0s 45° e 0s 60° e a margem de ganho entre 2 e 4, i.e.

45°< P <60° e 6dB<G, <12dB

Quando a resposta em frequéncia de malha aberta produz um deslocamento

de fase de -180° existe o risco de instabilidade se o ganho for superior a

unidade. Mais concretamente o sistema é instavel em malha fechada se:
G,<0e P <0

Em algumas circunstancias as margens de ganho e fase ndao podem ser
usadas como indicadores da estabilidade de um sistema. Por exemplo em
sistemas de primeira e segunda ordem a fase nunca atravessa a linha dos 180°

logo a margem de ganho é sempre infinita.
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1.1.3 Sistemas de Primeira Ordem em Malha Aberta

A compreensdo do comportamento, tanto no dominio do tempo como da
frequéncia, de sistemas de primeira e segunda ordem é muito importante para
a analise e projecto de sistemas de controlo. Isto porque muitos dos sistemas
fisicos possuem comportamentos que podem ser aproximados a sistemas de

primeira ou segunda ordem.

Um sistema de primeira ordem possui apenas um polo e a funcdo de

transferéncia genérica é:

G(s)=—2

(7)

S+a
onde o polo se situa em s=-a. Por sua vez a resposta deste sistema a um
impulso &,
1

W) =a-e“ult)=a-e “u(?) (8)

Desta ultima relacdo tira-se que a constante de tempo de um sistema de

primeira ordem ¢é igual ao inverso do valor absoluto do pdlo. Por outro lado, a

sua largura de banda é igual @ magnitude do pdlo, i.e. BW = |a|.

Deste modo pode concluir-se que, num sistema de primeira ordem, t=BW "' o
que significa que quanto maior for a largura de banda, menor sera a constante

de tempo e logo mais rapida é a resposta do sistema.

Relativamente a alguns dos critérios de desempenho abordados na secgao
§1.1.2.2 é facil verificar que, num sistema de primeira ordem, o tempo de

subida é, aproximadamente igual a:

T,=22

e o tempo de atraso aproximadamente igual a,

T, ~0.69-1
1.1.4 Sistemas de Segunda Ordem em Malha Aberta

As fungdes de transferéncia de segunda ordem sao de primordial importancia

no projecto de sistemas de controlo dado que as especificagbes (i.e. os
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critérios de desempenho a satisfazer) sdo normalmente fornecidas assumindo
que o sistema é de segunda ordem. A funcdo de transferéncia candnica para

um sistema de segunda ordem possui 0 seguinte aspecto:

2
@

G(s) = - 9)

s +20w, s+ o

onde ®, € designado por frequéncia natural ndo amortecida e £ (zeta) por

razao de amortecimento.

E facil verificar que os dois pdlos deste tipo de funcdes de transferéncia estio

localizados em:

s=—Co, tj-w1- =0t jo, (10)

onde o, é designada por frequéncia natural amortecida.

Dependendo da razdo de amortecimento o sistema pode possuir:

= Dois polos reais puros distintos (£ > 1) - sistema sobre-amortecido
» Dois pdlos reais idénticos (£ =1) - sistema criticamente amortecido

= Dois pélos complexos conjugados (0 < <1) - sistema sub-amortecido.

A figura que se segue ilustra a posigdo dos pdélos de um sistema de segunda
ordem, na forma candnica, em funcdo do factor de amortecimento. E de notar

que, para valores de { inferiores a zero, os pélos do sistema ocorrem no semi-

plano direito indicando um sistema instavel.

Imag(s)

Fig 4. Localizagao dos polos de um sistema de segunda ordem em fungio de (
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[ nota] Como se vera adiante, existe uma relagao estreita entre a margem de

fase e o factor de amortecimento em malha fechada (). Assim, se
€, <0 a margem de fase € negativa o que implica instabilidade do

sistema em malha fechada.

Ainda para sistemas de segunda ordem apresenta-se, de seguida, um conjunto
de relagdes funcionais que permitem constituir o valor numérico para alguns

dos critérios de desempenho estabelecidos em §1.1.2.2 e §1.1.2.3:

» Percentagem de sobre-elongacgao

G ]
esszloo.e[M (11)
» Tempo de estabelecimento
4.6 4
TS(il%):H ou Ts(i2%):H (12)

= Constante de Tempo Predominante
t=1/|o] (13)
» Largura de Banda

A largura de banda depende da frequéncia natural e de (:
1/2 1/2
BW:con[l—2§2+(2—4§2+4§4) } (14)

No entanto, para 0.3<{<1, BW ~o,[1.85-1.19-¢].

[ nota] Frequentemente o projecto de sistemas de controlo assume que a

largura de banda pode ser aproximado por o, ,i.e. BW =, .

*» Pico de Ressonéncia
Em sistemas de segunda ordem o pico de ressonancia esta fortemente

ligado ao coeficiente de amortecimento sendo valida a aproximacéo:

M, =|G(jw)

=; para§<£ (15)
i T

1.1.4.1 Localizagdo dos Pélos e Resposta Transitoria

Considere-se um par de polos genéricos de um sistema de segunda ordem

como os fornecidos pela expressao {10}. Geometricamente, no plano s, cada
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um dos coeficientes da igualdade refere-se as caracteristicas apontadas na

figura que se segue.
Tm{s}

; L0
---------------- (%— Re{s}

2 ' '
¢
L In | 1

Fig 5. Localizagao do pélos em fungéo dos parametros {c,o,,o,,(}

A alteracdo da localizacido dos dois pdélos implica obviamente uma alteracao da

resposta do sistema. O efeito, na resposta do sistema a um degrau unitario,
face a variacdo de cada um dos parametros {G,c)d,(nn, } pode ser sumariada
da seguinte forma:

= O tempo de estabelecimento é inversamente proporcional a c

= O tempo de subida é inversamente proporcional ao médulo do vector

polo, i.e. inversamente proporcional a o, .
= A sobre-elongagédo ¢ directamente proporcional a 6 onde 6 =cos™ (¢)
= O tempo de pico é inversamente proporcional a o,

*= Alargura de banda é proporcional a o,

1.1.5 Reduc¢ao da Ordem de Sistemas

Frequentemente os modelos matematicos dos sistemas sao equacbes
diferenciais de ordem superior a dois. Contudo, muitas vezes, estes modelos
podem ser aproximados por equacgoes diferenciais de menor ordem se a perda
de informacao relativa a essa simplificacdo nao for relevante. A simplificacédo
normalmente levada a cabo consiste na eliminacido, no modelo, de modos do

sistema com baixa influéncia na resposta transitoria global. A influéncia de um
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polo particular (ou par de polos complexos) sobre a resposta € determinada,
principalmente, por dois factores:
= A parte real do pdlo;

» Grandeza relativa do residuo no pdlo.

A parte real do polo determina a taxa, segundo a qual, o termo transitério
devido a esse polo decai. Quanto maior for o seu valor absoluto mais
acentuada é a taxa de decaimento da componente transitéria devido a esse

polo.

Por outro lado a grandeza relativa do residuo, i.e. o coeficiente associado a
exponencial decrescente no tempo, determina a percentagem da resposta total
devida a esse polo em particular. A grandeza relativa do residuo associado a
um determinado pdélo pode ser reduzida drasticamente devido a presenca de

um zero geometricamente proximo.

Por norma um pdlo, ou par de pélos, considera-se ndo dominante se estes se
situam muito a esquerda, no plano s, dos pélos considerados dominantes (por

exemplo uma década ou mais).

[ nota] Uma década refere-se a uma raz&o entre frequéncias igual a 10 (i.e.
dez vezes superior ou inferior). Uma especificagao alternativa consiste

em exprimir a relagdo em oitavas (i.e. duas vezes superior ou inferior).

Apés a remogdo de um ou mais polos/zeros, o ganho DC da funcédo de
transferéncia deve ser reescalonado por forma a que ambas as fungdes de
transferéncia (primordial e reduzida) exibam o mesmo ganho. De modo a
ilustrar o que acabou de ser dito considere-se o sistema:

120
(s + 0.5)(S+5)

G(s) =

Este possui dois pélos, um em s=-0.5 e o outro em s=-5 e 0 ganho DC é 48.
Como a resposta transitoria relativa ao polo em -5 decai 10 vezes mais rapido
do que a relativa ao poélo em -0.5, podemos tentar aproximar a funcdo de

transferéncia de 22 ordem a uma funcéo de 1% ordem com o seguinte aspecto.

24 . .
G(s)= (note-se o escalonamento do ganho a frequéncia zero!)

s+0.5
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De modo a analisar o comportamento transitério resultante da simplificacao
efectuada apresenta-se na figura subsequente a resposta ao degrau para

ambas as funcdes de transferéncia.

50 \ \ I I \
I I I
a5k - - - _ Lo Lo g d_ a4
| | P | I |
| vl I I |
40 - - - — - Lo gl NI [ a4
| 2 | | |
| 7, | | | |
35 - - - -~ e - - - - — 4= 4= —- ==
/4 | | | |
30 VA I I I I
77777777777 e
5 / | [ === F.T. Original
g 25l r'l‘r 77777 ‘t — F.T. Aproximada por Pdlo Dominante | |
=3 ! I I I I
<E(20 Z I I I I I
- T T T AT i
,'I | | | | |
5L fr v ____ ]
T T T i i
! I I I I I
oLl v v
] I [ i i i
A I I I I I
I (|
5 7 | | | | |
! I I I I I
OI 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Tempol/s

Fig 6. Resposta ao degrau do sistema original e reduzido

Como se pode verificar o comportamento de ambos os sistemas & muito

préximo possuindo alguma discrepancia apenas na parte transitoria inicial.
1.1.6 Imunidade ao Ruido Vs. Largura de Banda

Num sistema, quanto mais afastados estiverem os p6los dominantes da origem
maior € a sua largura de banda, i.e. 0 seu tempo de resposta diminui e a
resposta do sistema aproxima-se do sinal de entrada. Por forma a ilustrar o que

foi dito atenda-se a seguinte figura.

0.8 ‘
------ 0.1/(s+0.1)
=== 0.5/(s+0.5)
3 — 1(s+1)
k]
30.6 r--—-5r---—--5--—--——-"-"-""-"-"-"---
= | | |
g' | | |
| | |
< | | |
04fl--¢4--r-—————7---—- T--——- q--——- q4-=-==-
| | |
| | |
| | |
H | | |
02f+--——-+r--——-——+---—-~- 4+ - - 4-=-=== - - ===
H | | |
: | | |
H | | I
3 | | |
0 I I I
30 40 50 60
Tempols

Fig 7. Resposta ao degrau de trés sistemas de primeira ordem
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Neste contexto pretende-se que o sistema possua a maior largura de

banda possivel certo?

Imagine-se agora a resposta de dois sistemas de primeira ordem, um com um
polo em 0.1 e outro com um pdlo em 1, a um degrau contaminado com ruido

branco (sinal aleat6rio com densidade espectral plana)

0.8

o
)

Amplitude

I
~

0.2}

Tempol/s

Fig 8. Resposta de dois sistemas de primeira ordem a um degrau contaminado
com ruido branco (na simulagdo efectuada a relagdo sinal ruido é de,
aproximadamente, 6dB)

Da analise a figura 8 verifica-se que o sistema mais rapido possui, no entanto,
menor imunidade ao ruido. Assim, existe um claro compromisso entre

velocidade de reposta e imunidade ao ruido.
1.1.7 Linearizagao de Sistemas

Todas as técnicas de analise e projecto propostas neste capitulo partem da
proposicao de que o sistema € linear. Isto porque no dominio classico, as
ferramentas, tanto de analise como sintese, assentam no tratamento
matematico de equacdes diferenciais lineares. Este facto deve-se a mais facil e
rapida manipulacdo das equacgdes diferenciais lineares quando comparada com
o tratamento numérico (imagine-se sem computadores digitais!) de modelos
nao lineares. Contudo, na realidade, ndo existem sistemas lineares: mais nao
seja, um sistema fisico esta sempre condicionado por fendmenos nao-lineares

de saturacao.

No entanto, frequentemente, um sistema fisico opera apenas em torno de um
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determinado ponto de funcionamento e, dentro dessa gama dinédmica de
operagao, o comportamento do sistema €, aproximadamente, linear. Dado que
0 objectivo de um sistema de controlo € manter as variaveis do processo o
mais perto possivel de um ponto de equilibrio, frequentemente um
compensador pode ser projectado considerando o sistema linear se a zona de
funcionamento puder ser linearizada, i.e. o modelo linear e os métodos de
analise linear sdo usados apenas para o projecto do sistema na regido (quasi)

linear.

[ nota] Uma vez o sistema de controlo sintetizado € aconselhavel levar a cabo
uma simulacdo numérica do sistema com todas as suas

nao-linearidades de modo a validar o desempenho.

A linearizagcédo pode ser encarada como o processo de encontrar um modelo
linear que aproxima um nao linear. Esta pode ser feita de varias formas
dependendo da existéncia ou ndo de um modelo matematico do sistema. No
caso afirmativo, a linearizagdo pode ser levada a cabo expandindo os termos
nao lineares em série de Taylor e negligenciando aqueles de ordem superior a
unidade. Alternativamente este procedimento pode ser feito a partir de dados
obtidos experimentalmente, i.e. a partir dos dados colhidos de um sistema nao-
linear, e atendendo a que o sistema controlado em malha fechada se mantém
préximo de um dado ponto de funcionamento, por técnicas de identificagcao de
sistemas ou mesmo graficamente desenvolve-se um modelo linear valido em

torno do ponto de operacao considerado [6].
1.1.8 Sistemas Realimentados

Um sistema de controlo em malha aberta apenas possui um comportamento
adequado se:

= O modelo do sistema é exacto.

= N3&o existirem perturbacdes externas.

= Se os parametros do sistema variam de uma maneira deterministica.

Como estas condigdes raramente se verificam, a maior parte dos sistemas
recorrem a controlo por realimentagdo. Um sistema simples realimentado pode

ser modelado pelo seguinte diagrama de blocos:
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D(s),

—L
R(s) E(s) U(s) Y(s)
SO ke e O
I_@:_

T+

N(s)

H(s) [*

Fig 9. Diagrama de blocos de um sistema de controlo realimentado

Onde R(s) se refere ao sinal de referéncia que o sistema deve seguir, E(s) 0
sinal de erro, U(s) o sinal de saida do controlador K(s), Y(s) o sinal de saida
e N(s) ruido de medida introduzido pelos sensores (normalmente aleatério de
alta-frequéncia). A fungdo de transferéncia G(s) diz respeito ao sistema a
controlar, P(s) as perturbacées D(s) e H(s) é a fungado de transferéncia do
sensor (ou algum tipo de compensacao por realimentagdo). Adicionalmente,

em algumas circunstancias, verifica-se a existéncia de um pré-filtro apds o sinal

R(s) cujo objectivo é o de anular o efeito de alguns dos zeros da funcédo de

transferéncia de malha fechada.

O projecto de alguns dos blocos da configuragédo da figura 9 (nomeadamente o

de K(s)) deve fazer com que, em termos globais, o comportamento do sistema

exiba as caracteristicas desejadas. Mais concretamente o sistema deve ser
capaz de:
= Segquir o sinal de referéncia com o menor erro possivel.

= Rejeitar perturbagdes e sinais de erro.

Ainda, e antes de seguir em frente, recapitula-se alguma da nomenclatura
associada aos diagramas de blocos de sistemas de controlo. Assim, e tendo
presente o diagrama apresentado na figura 9, apresentam-se as seguintes
definigdes:

»  K(s5)G(s) —funcao de transferéncia directa

»  K(s)G(s)H(s) — fungdo de transferéncia de malha aberta

G(s)K(s)
1+ G(s)K(s)H(s)

— funcéo de transferéncia de malha fechada

" Y(s)/R(s)=
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[ nota ]

Se bem que, em termos de senso comum, a F.T. de M.A. devesse ser
K(s)G(s) na verdade, e considerando H(s) como sendo o elemento
sensor, a forma como é medido o parametro de saida do sistema é
considerado como inerente ao proprio sistema, i.e. a dinamica da
estratégia de sensorizagdo ndo pode ser separada da dinamica do

préprio sistema.

[ nota ]

Ainda relativamente as margens de estabilidade atenda-se a fungéo de
transferéncia de malha fechada. Observa-se que, para uma dada
frequéncia, a magnitude da fungdo de transferéncia é infinita se o
ganho de malha aberta for igual a -1 ao que corresponde, em termos
de Bode, a uma magnitude de 0dB e a uma fase de -180°. E
decorrente deste conceito que, a partir da resposta em frequéncia de

malha aberta se conclui quanto a estabilidade em malha fechada.

1.1.8.1 Sensibilidade de Sistemas em Malha Fechada

Como ja foi dito, um sistema em malha fechada possui maior imunidade as

variagdes da dinamica do sistema, i.e. possui a capacidade de lidar com

variagdes nos parametros do sistema. De modo a validar o que acabou de ser

dito considere-se um sistema de controlo com realimentagao unitaria como se

mostra na figura que se segue.

R(s) Y(s)
+C>—' Kis) [ 7| Gls) -

T

Fig 10. Sistema em malha fechada com realimentag¢ao unitaria.

A funcao de transferéncia de malha fechada possui a seguinte expressao:

Y6 _ ey
Rs) O K (96)

K(s)G(s) (16)

Avaliemos agora a sensibilidade da fungao de transferéncia de malha gechada

relativamente a variagdes no sistema. Para isso calculemos 07 (s)/0G(s)

oT(s) _ K(s)(1+K(5)G(9))-K*()G(s) _ K(s)

0G(s) (1+ K(5)G(s)) (1+ K(5)G(s))’

(17)
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Multiplicando e dividindo por G(s) vém:

oT (s) _ K(s)G(s) (s 1
0G(s)  G(s)(1+K(5)G(s))’ G(s)(1+ K (5)G(s))

(18)

O que leva a que a variagao relativa da F.T. de malha fechada face a uma

variagao relativa da dinamica do processo seja dada pela seguinte expresséo:

oT(s) _ 1 (0G(s)
T(s) (1+K(5)G(s)) G(s)

(19)

De onde se conclui que a funcdo de transferéncia em malha fechada é
insensivel a variagcbes na fungdo de transferéncia do processo para as

frequéncias as quais a funcao de transferéncia de malha aberta é elevada, i.e.

se

K(S)G(S)L:SO — (20)
entao

oT (s)

Ty -0 (21)

Deste modo, para o projecto de um controlador robusto (i.e. insensivel a
variagbes na dindmica do sistema), € necessario encontrar K(s) de modo a
que, a magnitude da fungdo de transferéncia de malha aberta, seja elevada
para as frequéncias as quais existem variagbes significativas na funcéo de

transferéncia do sistema.

Outra das particularidades de um sistema de controlo em malha fechada tem a
ver com a sua capacidade de contornar o efeito de perturbagdes na variavel

controlada. De facto, analisando o efeito de D(s) na saida do sistema da figura
9 (considerando realimentagéo unitaria e nulos os sinais R(s) e N(s)), vém que

YO gy PO

D(s) 1+G(s)K(s) (22)

Esta expressao refere-se a chamada fungao de sensibilidade. Verifica-se assim
que, para reduzir a influéncia de perturbacdes, a funcdo de sensibilidade deve
fornecer valores baixos para as frequéncias presentes na perturbacdo. O
mesmo € dizer que, considerando P(s) constante e igual a um, a fungédo de
transferéncia de malha aberta deve possuir um ganho o mais elevado possivel

na gama de frequéncias da perturbagao.

J.P. COELHO 27



CONTROLO DIGITAL

O mesmo raciocinio pode ser levado a cabo atendendo agora ao erro de
medida. Ainda tendo como base a imagem da figura 9, considerando

realimentacdo unitaria e o sinais R(s) e D(s) nulos, a influéncia do erro de

medida no sinal de saida € modelado pela seguinte fungéo de transferéncia:

Y(s) _ G(9)K(s)
N(s)  1+G()K(s)

(23)

Assim, para reduzir a influéncia do erro de medida, a funcao de transferéncia
de malha fechada deve fornecer valores baixos para a gama de frequéncias

presentes no ruido.

Para concluir note-se que, de modo a minimizar o erro no seguimento da
referéncia, a funcado de transferéncia de malha fechada deve ser constante e
estar perto da unidade para a gama de frequéncias presentes no sinal de
referéncia [8]. Deste modo, e tendo em consideragdo a sensibilidade do
sistema em malha fechada em funcdo dos sinais de perturbacdo e ruido,
verifica-se que existe compatibilidade entre o critério de seguimento de
referéncia e a rejeicdo de perturbagdes. No entanto existe incompatibilidade

entre este objectivos e a redugao do erro de medida.
1.1.8.2 Erro em Regime Permanente

No projecto de muitos sistemas de controlo um dos critérios impostos tem a ver
com a resposta, em estado estacionario, do sistema. Para um sistema estavel,

em malha fechada, o nivel do sinal de saida do sistema, y(¢), tende a estar,

em regime permanente, o mais préximo possivel da magnitude do sinal de

comando r(¢). A diferenca entre esses dois valores é designada por erro em
regime permanente, i.e.,

e, =lime(t) = lim[r(1) - y(1)] (24)
ou, alternativamente, no dominio de Laplace,

e, = limsE(s) = lims[R(s)= ¥ (s)] (25)
1.1.8.2.1 Sistema com Realimentagao Unitaria

Para o caso de um sistema com realimentagcdo unitaria, como aquele
apresentado na figura 10, o erro em regime permanente pode ser determinado

a partir da funcéo de transferéncia em malha aberta,
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E(s)=R(s)=Y(S) = R(s) = K(s)G(s)E(s) = R(s) = G, (s )E(S) (26)
Resolvendo em ordem a E(s) fica,

1

G, 0"

(s) (27)
Aplicando o teorema do valor final,

e =lim—SR(S) (28)
0 1+Gy, (s)

Para um sinal de excitagao polinomial de grau & do tipo,

R(s)=—— Wk e N (29)

Sk+1 2
A expressao do erro em regime permanente toma o seguinte aspecto:

1

s =lm——
€ =50 (1+ G, (s))s"* (30)
Considerando que o sistema ¢é de tipo / e possui funcédo de transferéncia com
a forma;
N(s)
G =
)= ps (31)

verifica-se, substituindo {31} em {30}, que:

e, —lim——* PO
®eo0 (SID(S)+N(S))Sk

(32)

Da analise a expressao anterior é possivel tecer as seguintes conclusoes:
= Se [>k oerro emregime permanente € nulo.

» Se [<k oerro emregime permanente € infinito.

= Sel=k
) 1 ) 1
e, =lim =lim ;
550 - N(s) J 50 (1 + GOL (S))S (33)
s'D(s)

Os sistemas de tipo 0, | e Il sdo os mais comuns assim como os sinais de
excitagao de grau 0, | e Il (degraus, rampas e parabolas). Na tabela que se

segue resumem-se os valores de e para todas as combinagdes entre esses

trés pares de casos.
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Grau 0 Grau 1 Grau 2
Tipo 0 1/(1+K,) o 0
Tipo | 0 /K, 0
Tipo Il 0 0 /K,

Tabela1. Erros em regime permanente em fungado do tipo de sistema e sinal de

excitagdo (para realimentacgao unitaria)

Nesta as constantes K,, K, e K, sdo designadas por constantes de posicao,

velocidade e aceleragdo respectivamente. Estas constantes sdo calculadas

atendendo-se as seguintes relagdes (derivadas da equacéo {32}):

K, zlin()lGOL(s), K, = linoqsGOL(s) e K, zlin(}SzGOL(s)

[ nota] Frequentemente, o erro em regime permanente de um sistema face a
uma entrada em degrau, rampa ou parabola € chamado de erro de

posicao, velocidade e aceleracao respectivamente.

1.1.8.2.2 Sistema com Realimentagdao Nao-Unitaria

Para o caso de um sistema genérico com funcéo de transferéncia na malha de

realimentagdo igual a H(s) (como aquele ilustrado na figura 9), o erro em

regime permanente pode ser determinado a partir da seguinte relagao,

Y _ e K()G(s) Pl
E(s)=R(s)=Y(S)=R(s) " K(S)G(S)H(S)R(S) R(s)= G (s)R(S)  (34)
ou seja,
E(s)=(1- G, (9)) R(s) (35)

Aplicando o teorema do valor final, e para um sinal de excitagéo de grau %, a

expressao do erro em regime permanente toma o seguinte aspecto:

1-Gg (9)

e, =lim—3¢ (36)
1.1.9 Sistemas de Primeira Ordem em Malha Fechada
Considere-se o sistema de 12 ordem (causal e estavel) na forma:

KG(s) = - fa (37)
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Como ja se viu anteriormente, a largura de banda do sistema € igual a
magnitude do pdlo. Adicionalmente, e para x/a >1, a frequéncia de cruzamento

do ganho em malha aberta é o, =x«.

[ demonstracao ]

Recorrendo aos diagramas de Bode para,

KG(jo) = (Sj m

Obtém-se o seguinte esbogo assimptotico:

|KG({m)| /dB

7 o <
20log, (K/a)

-20db/dec

=

|

|

a Dy o /rad/s

Como entre a e o, existem loglo(cogc/a) décadas, a atenuagdo acima da
frequéncia a« € portanto —20-log10(oagc/a). Sabe-se que para o=o0, a
magnitude é de 0dB logo,

2010g10(1</a)—2010g10(O)gc/a)=0

o que implica que o, =« c.e.d.

Em malha fechada, com realimentacdo unitaria, a funcdo de transferéncia
passa a ser:

KG(s) =« 38
1+KG(S)_S+CI+K (38)

Mudando a parametrizacdo vém que:

KG(jo) _[ K ) 1

14+xG(jo) \k+a) JoO

+1 (39)

K+a

Da equacao anterior pode concluir-se que, como K/(K+a) € inferior a unidade,

a magnitude da resposta em frequéncia nunca cruza a linha dos 0dB (n&o

existem picos de ressonancia para sistemas de primeira ordem).
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Adicionalmente, e relativamente ao sistema em malha aberta, verifica-se um
aumento da largura de banda. Para valores elevados do ganho, a largura de
banda de malha fechada é aproximadamente igual a frequéncia de cruzamento

de ganho. Esta afirmacéo é validada através da figura que se segue.

Erro Absoluto: e = |BW - wyc|
T T T T

100 200 300 400 300 600 700 800 200 1000
Ganho Relative Kfa

Erro Relativo: r = 100%e/BW
T T

T T T T 1

50 T T T

. ; i i . i . ]
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Ganho Relativo Kfa

Fig 11. Erro relativo e absoluto da aproximagéo BW,, ~ @,,
Verifica-se assim que a aproximagéo BW,~w, € valida, dentro de uma
tolerancia de +1%, para valores de ganho DC de malha aberta superiores a
40dB. Ou seja, se o ganho for 100 vezes superior ao mdédulo do pdlo, a relagao
em analise mantém-se dentro do limite estabelecido. Note-se no entanto que,
para valores inferiores, o erro cometido na aproximagao pode ser bastante
elevado. Para os casos simulados um erro relativo em torno dos 45% foi obtido

para o caso de um ganho relativo de 2, i.e. x/a=2.

1.1.10 Sistemas de Segunda Ordem em Malha Fechada

Considere-se o sistema de 2% ordem (causal e estavel) na forma canoénica:

2

KO

‘ ; = n
KG(s) 57 +20w, 5+ (40)

Em malha fechada, com realimentacgao unitaria, a funcao de transferéncia é:

kG(s) Ko, KO,

1+KG(s) 8 +20w,5+0° +K0E 2 + 260, +{0, T k) (41)

que pode ser rescrita como
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KG(S) K(Di Kcl(’oicl
= 2 2 2 (42)
1+kG(s) s +20w,s+w,, s*+2C,0,,5+®,,
onde,
(’Oncl = O‘)n v K+1 (43)
Ly=—2 (44)
Vr+1
K
= 45
cl K+1 ( )

= De {43} conclui-se que a largura de banda em malha fechada é superior

a largura de banda do sistema em malha aberta (BW, = »,, ).

= De {44} conclui-se que o factor de amortecimento em malha fechada é
inferior ao factor de amortecimento de malha aberta. Logo a
sobre-elongacgao sera superior.

» De {45} conclui-se que o ganho em malha fechada é inferior ao ganho

em malha aberta e inferior a unidade.

[ nota ]

Para valores elevados de «, a frequéncia de cruzamento de ganho, o, €

aproximadamente igual a frequéncia natural ndo amortecida de malha fechada,

i.e. o, ~,,. Mais concretamente a aproximagao € valida, com erro inferior a

10%, para valores de k¥ >10 e { <1 como se ilustra na figura subsequente.

.7 | = zeta=0.1 ||
LNy | zeta=0.5 ‘
g | === zeta=09 |

Erro Relativo/%

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ganho K
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[ nota ]
Como ja se referiu anteriormente, existe uma relagao estreita entre margem de
fase e coeficiente de amortecimento de malha fechada. Uma relagao

aproximada € dada pela seguinte férmula [14]:
Pm z2.Sinil(c.>cl) (1)
Outra aproximagéao, para margens de fase inferiores a 70°, consiste em [6],

(2)

P (em graus)
100

A figura que se segue ilustra a qualidade de cada uma das aproximagoes.

Ccl =

-1
<

T T
—— Pm=2.sin'1fzetad] U
~—— Pm=100.(zeta )

=[0.3,0.7
e e el
o (=3 [=} [=1

1

]
==

Emo Médio/ @ zeta

(=]

i I i | | i I |
20 30 40 50 &0 70 80 80 100
Ganho K

o
ak

s
=1

—_— =2 sin !
351 Pm=2.sin (zelaclJ
— F'm=100.(zeta=|}

Erro Médio®s € K=[1,100]

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
Zetacl

Verifica-se que, para valores de ganho inferiores a 3, o erro relativo médio
aumenta exponencialmente. Mais ainda, observa-se que a aproximacao por (1)
apenas produz resultados satisfatorios para ganhos entre 3 e 10. A partir desse

ponto aconselha-se a utilizagdo da relacéo (2).

1.1.11 Resposta de Malha Aberta Vs. Malha Fechada

As técnicas de projecto e analise classicas partem da resposta do sistema em
malha aberta tentando prever o seu comportamento em malha fechada. Se
bem que apenas um juizo aproximado do comportamento, em malha fechada
do sistema, possa ser feito a aproximagao que se segue pode ser tida em

consideragao como auxiliar no projecto de sistemas de controlo.
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Assim, considere-se um sistema com fung&o de transferéncia directa G, (s).
Avaliando-se G,(s) ao longo do eixo jo obtém-se a resposta em frequéncia
directa G,(jo). Em malha fechada, e considerando realimentagéo através de

H(s), a resposta em frequéncia sera:

Gp (o) __G(jo)

G, (jo)= =
UG, o @) 1+ Gy, (o) (40)
Para valores de |G,, (jo)|>1,
. G,(jo 1 1 el
Gy (o) x —— 2D e/ (a7)

G,(jo)H(jo) H(jo) |H(jo)

Verifica-se entdo que, para valores elevados de magnitude da funcdo de
transferéncia de malha aberta, a resposta em frequéncia de malha fechada
possui magnitude aproximadamente igual a do inverso da fungdo de
transferéncia da realimentacao e fase com sinal contrario. No caso particular de

realimentagao unitaria ( H(jo)=1) a magnitude da resposta em frequéncia em

malha fechada é aproximadamente constante e igual a 0dB e a fase também

constante e igual a 0°.

Por outro lado, para valores de |G,, (jo)| <1,

G (J©) = Gy (jo) (48)
Verifica-se neste caso que a resposta em frequéncia de malha fechada é
aproximadamente igual a resposta em frequéncia directa (tanto em magnitude

como em fase).

Na vizinhanca da frequéncia de cruzamento do ganho, (i.e. para |G0L (joo)| ~1)a

magnitude da resposta em frequéncia de malha fechada depende fortemente
da margem de fase. Decorrente deste facto, a relagcdo entre a frequéncia de
cruzamento de ganho e a largura de banda de malha fechada sofre um
deslizamento que é tanto maior quanto menor for o valor de zeta de malha
fechada. Assim, e de forma empirica, pode dizer-se que a largura de banda em
malha fechada esta, normalmente, balizada por valores entre uma a duas
vezes a frequéncia de cruzamento do ganho, i.e.

©, <BW,<2-o, (49)
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Mais concretamente, e segundo Franklin, et. al (1994), uma heuristica util para
o projecto de sistemas de controlo consiste em considerar a largura de banda
igual a frequéncia de cruzamento de ganho no caso de uma margem de fase
de 90° ou uma largura de banda dupla da frequéncia de cruzamento de ganho

no caso do sistema exibir, em malha aberta, uma margem de fase de 45°, i.e.

BW_, =o

. ou BW, =20

8¢ Pm=90 8¢ | Pm=45° (50)

1.2 Projecto de Sistemas de Controlo

Nesta secgado trata-se do projecto de controladores analdgicos para sistemas
lineares, invariantes no tempo, causais e de fase minima. As técnicas utilizadas
assentam, na sua grande parte, em duas vertentes: o lugar das raizes e os
diagramas de Bode. Para além do facto da primeira ser uma técnica de analise
e projecto no dominio do tempo e a segunda no dominio da frequéncia, uma
das grandes diferengas entre ambas assenta no facto de, no caso do lugar de
raizes, existir a necessidade de se possuir um modelo matematico que
descreva de forma satisfatéria o comportamento dindmico do processo em
estudo. Por outro lado, um diagrama de Bode pode ser obtido

experimentalmente em laboratério e entdo ser utilizado para analise e sintese.

[nota] Nado & demais reiterar que as técnicas de projecto classicas se
baseiam na utilizagcdo da funcao de transferéncia de malha aberta por

forma a prever a resposta do sistema em malha fechada.

1.2.1 Lugar das Raizes

O lugar das raizes mostra a localizagao dos polos de malha fechada em funcéo
da variagdo de um determinado parametro da funcdo de transferéncia
(normalmente, mas néo exclusivamente, o ganho). Para além da possibilidade
de se determinar a estabilidade e estabilidade relativa em malha fechada, o
lugar das raizes é também uma ferramenta comum no projecto de

controladores [4][10].
1.2.2 Diagramas de Bode

Em sistemas de controlo, os diagramas de Bode podem ser usados para
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diversas finalidades entre as quais a determinagdo de algumas figuras de
mérito ou o projecto de controladores. Adicionalmente, para a analise e
projecto de sistemas de controlo, existem dois tipos de diagramas de Bode:

» Diagramas de malha aberta: Podem servir para,

o Determinar margens de estabilidade relativa.

o Determinar tipo de sistema (observando a inclinagdo da
magnitude da resposta em frequéncia a baixas frequéncias)

o Projecto de compensadores (controladores) — Devido a natureza
aditiva dos diagramas, o efeito da associagcao de um determinado
compensador pode ser facilmente determinado.

= Diagramas de malha fechada: Utilizados para,

o Determinar a largura de banda (medida da resposta do sistema e
da imunidade ao ruido)

o Determinar a estabilidade relativa (o pico de ressonancia no
diagrama de Bode de malha fechada € um indicador fiavel da

estabilidade relativa)
1.2.3 Tipos de Controladores

Presentemente, e no dominio tedrico ou académico, existe um sem numero de
tipos e estratégias de controlo. Como é obvio apenas € possivel, devido as
restricdes impostas pelo programa, um breve tratamento de um numero

extremamente limitado de casos.

Assim sendo, neste documento, abordam-se os dois tipos mais comuns de
controladores para a compensacéao de sistemas de controlo por realimentagao.
Fala-se mais concretamente:

* Do controlador PID (proporcional, integral e derivativo) e

= Do compensador Avango/Atraso de Fase (Lead/Lag)

As fungdes de transferéncia candnicas para cada um dos dois tipos de

controladores sio.

= PID K(s):KP+de+£
s

! (avanco se |a|>1 ou atraso se |a|<1)

= Avango/Atraso K(s)=x als +
Ts+1
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Os controladores PID sao o tipo de controladores mais utilizados na industria
de processos. Com trés graus de liberdade, este controlador é capaz de
satisfazer a maior parte das especificagcbes que o sistema deve exibir em

malha fechada (ex. margem de ganho, fase ou erro de estado estacionario).

Para além destes, e no dominio classico, apresenta-se também um método
algébrico de projecto designado por configuragdo por realimentagdo unitaria
(UFC). Este método consiste huma estratégia de posicionamento de pdlos a
partir da fungdo de transferéncia de malha aberta e dos pdlos desejados de
malha fechada. Outras estratégias de compensagao por posicionamento de
polos seréo objecto de revisdo no terceiro capitulo quando se tratar do controlo

moderno de sistema.
1.2.4 Projecto por Posicionamento de Pélos

Mais uma vez, o objectivo de um sistema de controlo é o de moldar o
comportamento natural de um sistema de modo a que um novo sistema,
desenvolvido em torno do original, possua as caracteristicas desejadas. Como
se sabe existem muitas formas de o fazer. Uma das quais, e aquela de qual
este documento se ocupa, é a realimentacdo negativa. Assim, considere-se 0

seguinte sistema com realimentagao unitaria:

Ris), . Y(s)
+<:f " K(s) G(s) "

Fig 12. Sistema em M.F. com realimentagéao unitaria.

Considerando a fungdo de transferéncia do sistema G(s)=N(s)/D(s) e a
fungdo de transferéncia do compensador como K(s) = B(s)/A(s), o objectivo do
sistema de controlo é o de fazer com que, em malha fechada, o sistema exiba
uma funcédo de transferéncia cujo comportamento dindmico seja o desejado,

i.e. a fungdo de transferéncia desejada deve ser do tipo G, (s) = P(s)/O(s) .

Como a funcéo de transferéncia do sistema é considerada fixa (de contrario
envolveria a alteracao fisica da planta) a manipulacdo da dinamica é feita

envolvendo a alteragdo do comportamento do compensador.
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Como a fungao de transferéncia de malha fechada do sistema apresentado na
figura 12 é:

G(s)K(s) B(s)N(s)
1+ G(s)K(s) A(s)D(s)+ B(s)N(s)

G (s) =

e dado que se pretende que o sistema exiba o comportamento ditado pela
funcéo de transferéncia G, (s) entédo a seguinte relacdo deve ser verificada:

BN(s)  _ P(s)
A(5)D(s)+ B(IN(s)  O(s)

0 que leva ao seguinte par de equagdes de projecto:
N(s)A(s) = P(s) (51)

A()D(s) + B(s)N(s) = O(s) (52)

Note-se que o numerador é fixo por N(s) e B(s). Isto porque N(s) € intrinseco
ao sistema a controlar e B(s) depende da solugdo da equacdo {52}. Deste

modo, e recorrendo a esta estratégia de projecto, apenas se possui controlo
sobre os pélos do sistema ndo sendo possivel o posicionamento dos zeros de
malha fechada. Assim, e dado que a localizacdo dos zeros também contribui
para o comportamento dindmico do sistema (por exemplo o erro em regime
permanente), em geral ndo € possivel validar todos as restrigdes impostas pela

proposta de projecto.

Dado que, como ja foi dito, a dindmica do sistema original € considerada

inalteravel a equacao {52} é do tipo,
a-X+b-Y=c (53)

conhecida da teoria dos numeros como equagado de Diophantine. Assim, o
objectivo desta técnica de projecto passa entdo pela resolucdo de uma

equacao polinomial.

E de notar que, frequentemente, a solucdo da equagdo de Diophantine nio é
unica. Mais ainda, por vezes o projecto resulta num compensador improprio e
logo irrealizavel fisicamente. No entanto é possivel garantir a existéncia de um
controlador proprio de forma a garantir um posicionamento arbitrario dos pélos

desde que se verifique a seguinte condigao:
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Se o sistema é de ordem n, estritamente proprio e irredutivel, entdo
existe um controlador de ordem n—-1 para um qualquer polinbmio

caracteristico Q(s) de ordem 2n—1.

A solucdo geral da equacao de Diophantine & apresentada pelas expressdes
que se seguem considerando, para isso, as seguintes fun¢des de transferéncia

para o processo e controlador,

n n—1
N, s"+N, ;s +---+N,

G(s)= 54
(<) Ds"+D, s"" +--+D, (54)
B, s""'+B, 5"+ +B
K s) = n—l1 n-2 0 55
(5) A, 5"+ A STt A (59)
e considerando o polindmio caracteristico de malha fechada da forma:
O(s)=R,, s +---+Rs+R, (56)

Multiplicando os termos apropriados e equacionando os coeficientes de

poténcias idénticas leva ao seguinte conjunto de equagdes expresso de forma

matricial,
S(N,D)-X =R (57)
onde,
'D, N, 0 0 0 0]
Dl Nl DO NO :
: : D, N, 0 0
S(N,D)=|D, N, : : - D, N, (58)
0 0 D N, D, N,
o 0 0 0 - D N,

€ chamada matriz de Sylvester e possui ordem 2n. Por outro lado X e R séo

vectores com a seguinte forma:
T
X:[Ao B, 4 B - A4, Bn—l] (59)
T
R:[Ro R R, Ry -~ R, , RZn—l] (60)

Por fim, os coeficientes da fungao de transferéncia do controlador sao obtidos

resolvendo a equagao matricial,

X=S(N,D)'R (61)
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1.2.5 Sintonia de Controladores PID

Nesta seccdo apresentam-se algumas técnicas para o projecto de
controladores de trés termos vulgarmente designados por PID. O primeiro
método apresentado €, subjacentemente, empirico e foi desenvolvido tendo por
base a resposta livre ou forcada do sistema. Alternativamente apresenta-se
também um método analitico de sintonia semelhante ao posicionamento de
polos revisto na seccdo §1.2.4. Métodos baseados na resposta em frequéncia

também sdo possiveis e serdo enderecados nos exercicios propostos.
1.2.5.1 Método de Ziegler e Nichols

Um dos métodos para a sintonia de controladores PID recorre a um conjunto
de regras empiricas propostas, em 1942, por Ziegler e Nichols. A partir da
resposta ao degrau de um sistema em malha aberta ou avaliando a reposta do
sistema em malha fechada no limite da instabilidade foi possivel derivar um
conjunto de heuristicas que tornaram facil a sintonia de um regulador com trés
graus de liberdade. E de notar no entanto que, apesar de simples, um
controlador sintonizado por este método nao permite atingir um comportamento
do sistema em malha fechada capaz de obedecer a requisitos especificos (ex.
sobre-elongacéao, tempo de estabelecimento, etc.). No entanto, a sua grande
vantagem prende-se com o facto de nao ser necessario um modelo matematico
do sistema para o processo de projecto (ao contrario da maior parte das
técnicas). Derivado do trabalho de Ziegler e Nichols apresentam-se de seguida

dois métodos para a sintonia de controladores para sistemas estaveis
1.2.5.1.1 Método da Curva de Reacg¢ao

A primeira técnica deriva da observacao da resposta ao degrau do sistema em
malha aberta. No caso da resposta poder ser aproximada a de um sistema de
primeira ordem com atraso puro no tempo obtém-se os seguintes pontos:

» Inclinagao da recta tangente no ponto de inflexdo da resposta;

» |ntercepgao dessa recta tangente com o eixo do tempo.

Como se pode observar da figura 13, a inclinagao da tangente é obtida a partir

de m =K/t e o atraso no tempo ¢, a partir do ponto onde a recta cruza o eixo

dos tempos.
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Fig 13. Procedimento para sintonia através da curva de reac¢ao.
A partir destes valores e recorrendo a tabela que se segue obtém-se os
parametros de sintonia para o controlador PID.

Kp Ki Kd
P 1/(m-td)
Pl 0.9/(m-1,) 0.3K,/t,
PID | 1.2/(m-t,) K,/[(2:1,) 0.5-K,-t,

Tabela 2. Regras de sintonia de Ziegler-Nichols para o método da curva de reacgéo.

E de notar que os critérios de sintonia definidos na tabela conduzem
normalmente a um decaimento de 'z, i.e. a magnitude da resposta transitéria
de malha fechada decai para 25% ap6s um periodo de oscilagdo. Este critério
de desempenho implica um zeta de malha fechada aproximadamente igual a
0.22 o que pode ser considerado um bom compromisso entre velocidade de

resposta e margens de estabilidade adequadas.

[ nota ]
Para um sistema de segunda ordem os pdlos estao localizados, considerando

a forma canodnica, em s=-Co, + jo,. Deste modo a resposta impulsional do

sistema é do tipo:

(DZ
h(t) = —"e " -sin(w,t)
®,

Verifica-se que a componente transitoria decai exponencialmente. Para que a
atenuacdo da componente sinusoidal seja de 25% ao fim de um periodo é

necessario que,

2n _ CZTE

—Co, 2
oo = % el Z025 e % =025 ¢ WE =025

t=T

Resolvendo em ordem a zeta vém que £ ~0.2155.
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1.2.5.1.2 Método da Sensibilidade Limite

Neste segundo método, o critério para o ajuste dos parametros € baseado na
avaliagao do sistema no limite da estabilidade. Mais concretamente, e para o

caso particular de um sistema assimptoticamente estavel na regido 0<x <K,

sdo especificadas as seguintes regras de sintonia:

Kp Ki Kd
P 0.5-K,
PI 0.45-K, 0.6K ,00. /T
PID | 0.6-K. K,o./n K,n/(4 o)

Tabela 3. Regras de sintonia de Ziegler-Nichols para controladores PID

Onde K. se refere ao ganho critico e . a frequéncia de oscilacdo (parte
imaginaria dos polos de malha fechada para k=K_). Os valores de K. e o,

podem ser determinados algebricamente pelo critério de Routh.

[ nota ]
O critério de estabilidade de Routh € um método para determinar a existéncia
de pdlos no semi-plano direito e pode ser aplicado a sistemas do tipo:

m m—1
b,s"+b, s"" +---+b,
n n—1
as' +a, s +--+a,

G(s)=

A estabilidade é analisada a partir da equacgao caracteristica:
as"+a, s"" ++a,=0

O critério € aplicado através da constru¢cdo de uma tabela ou matriz da forma:

n
S an an—Z an—4
n—1
S an—l an—3 an—S
o, &, s
Bp B B
a —ada a .d —a.d
Onde, al — n—1"n=2 n_n=3 , = n—1"n-4 n_n-=5 ,
an—l an—l
o,a a o o,a a o
_ 1%*n-3 1Y2 _ 1%*n-5 1¥*3
€ Bl - H Bz - >

[ continua ]
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Todas as raizes da equacdo caracteristica possuem valores negativos se, e
somente se, os elementos da primeira coluna da tabela de Routh possuem o
mesmo sinal. De contrario, 0 numero de raizes com partes reais positivas €
igual ao numero de mudancgas de sinal.

Obs1: Uma linha de zeros para a linha s indica que o polinbmio possui um par

de raizes que satisfazem a equacg&o auxiliar4-s>+B=0 onde 4 e B

s&o os primeiros e segundos elementos da linha s>.
Obs2: Se algum dos elementos da primeira coluna for nulo (excepto o ultimo) o
zero € substituido por uma quantidade infinitesimal € no que se refere

ao calculo dos factores subsequentes.

Alternativamente, o ganho e a frequéncia critica podem ser derivados a partir
da observacgao do lugar das raizes ou diagramas de Bode. No lugar de raizes
pesquisa-se o valor do ganho que coloca os poélos de malha fechada sobre o
eixo imaginario. O valor desse ganho refere-se ao ganho critico e a magnitude

do vector polo nesse ponto define a frequéncia de oscilagao.

Por outro lado, recorrendo aos diagramas de Bode, o ganho critico € aquele
que torna o sistema com margem de ganho nulo e a frequéncia critica € a

frequéncia de cruzamento de fase.
1.2.5.2 Projecto pelos Diagramas de Bode

Uma forma alternativa para o dimensionamento dos trés graus de liberdade de
um controlador PID parte do esbogo da resposta em frequéncia em malha
aberta do sistema. Tendo em mente esse perfil assim como a resposta em
frequéncia de malha fechada desejada e atendendo ao caracter aditivo dos
diagramas de Bode muitas vezes é possivel determinar, de uma forma

expedita, os coeficientes do controlador.

Para estes casos utiliza-se uma parametrizagao alternativa aquela apresentada
anteriormente. Assim, para o case do projecto recorrendo aos diagramas de
Bode utiliza-se, por norma, a seguinte estrutura para a fungao de transferéncia

do controlador.

S S
K|—+1| —+1
K, +K,s+K, l[mﬁj(@fj (62)

S

K(s)=
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onde
K K
K =Lt 4L
o e (63)
e
K
K,=— (64)
©,0,

[ demonstracao ]

K s*+K s+K. s+K /K, s+K./K
K(S): d P l:Kd p/ d l/ d
S

S

as raizes do numerador s3o:

1 [o2
S:—E(KP‘F Kp—4Kin):—(,01
1 2
T (Kp -JK —4K1Kd)=—0)2

logo K(s) pode ser rescrita da seguinte forma:

K(s)=K, o) o
S

(S + lj[s + lj
K(s)= o0,K,~ 2 A\

S

O produto o,m, €:

1 2 1 2
®, o, :[21( (Kp +JK2-4K K, )HzK (Kp - JK2—4K K, )}:
d

d

1 1 K,
B 4K; (Klz’ _(sz _4Kin)) :4_I<5(4Kin):K_;

logo,
(1](1j
K(s)=K 2 A%
S

E facil verificar que a as constantes K, e K, podem ser tomadas a partir dos

valores das variaveis o,, ®, € K, da seguinte forma:

, + 0,

K.
K,=— e K, =K,
,®, 0,0,

1.2.5.3 Estratégia Analitica de Projecto
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Uma técnica analitica pode ser derivada para determinar os trés parametros de
um controlador PID se estiverem estabelecidos, a priori, os seguintes critérios
de desempenho:

= Erro em estado estacionario;

» Largura de Banda;

= Margem de Fase.

A margem de fase pode ser derivada, por exemplo, da maxima sobre-
elongacado admissivel e a largura de banda do tempo de estabelecimento (isto

no caso das especificacdes estarem no dominio do tempo).

De modo a ilustrar o procedimento considere-se a funcao de transferéncia de
malha aberta (com malha de realimentagdo igual a unidade) de um sistema

controlado por um PID:
K.
G, (s) =(Kp +K,s +—’] G(s) (65)
S

Se o sistema é de tipo p o sistema compensado é do tipo p+1 (devido ao pdlo
na origem adicionado pelo controlador). Sabe-se da secgédo §1.1.8.2 que a
constante de erro € igual ao inverso do erro em estado estacionario e € dado

por:

o[ K s+K st +K, : 1
K, = hnols" G(s)= llnolspK].G(S) = (66)
5> S 5= sS

Assim, para um dado erro em regime permanente obtém-se imediatamente um

dos parametros do controlador: X,

Ja foi dito anteriormente que a frequéncia natural de malha fechada
corresponde a frequéncia de cruzamento de ganho de malha aberta. Sabe-se
também que a margem de fase pode ser obtida do coeficiente de

amortecimento de malha fechada. Assim, para a frequéncia o=, O

compensador deve possuir um ganho unitario e uma fase igual a
0,, =P —180°.
gc

W=,

Decorrente destes factos, e atendendo a que a constante integral € conhecida,

pode escrever-se [14]:
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) K, : PO,
[Kp+ ](ochd+j—JG( jo,)=1e"" (67)
g¢
ou seja,
1e’ee K
K +jo, K,= : +j— (68)
P Gje,) e,

0 que leva a que,

JOo0 /0=
0=0gc K O=0ge K
Kp:Re{le' +) ’}eKd:Im{le. +) } 1 (69)
G(jo,) o G(jo,) "o, ] o

8¢ g¢ 8¢

1.2.6 Projecto de Controladores Avanco e Atraso

Uma das formas mais simples de um compensador é simplesmente um filtro
com um polo e um zero. Neste contexto dois tipos de controladores
elementares serdao objecto de revisdo: o controlador avango de fase e o

controlador atraso de fase.

Um controlador avango, como o seu proprio nome indica, adiciona ao sistema
fase positiva. Ja um controlador atraso torna mais negativa a fase de um
sistema. A aplicacédo de um controlador em detrimento do outro depende da
aplicagdo em concreto. Contudo, normalmente, um controlador avango de fase
€ utilizado nos casos em que se pretende um aumento da largura de banda e
aumento da margem de fase. Por outro lado, um controlador atraso possui um
efeito contrario, i.e. tende a diminuir a largura de banda aumentando no entanto

o desempenho em estado estacionario.
1.2.6.1 Controladores Avan¢o de Fase

Entre outros, um controlador avango de fase, tém normalmente os seguintes
efeitos no comportamento de um sistema de controlo

= Aumento da estabilidade relativa por aumento da margem de fase

= Aumento da largura de banda

= Aumentam o erro em estado estacionario

=  Aumento do tempo de resposta

» Diminuigao da sobre-elongagao (maior zeta)

= Pobre imunidade ao ruido.
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1.2.6.1.1 Estratégia de Projecto: Diagramas de Bode

A ideia subjacente ao projecto por diagramas de bode consiste no esbogo da
resposta em frequéncia de malha aberta. Considere a fungao de transferéncia
de um compensador avango parametrizada da seguinte forma:

als+1 1
Is+1 47 (70)

No dominio s = jo

K(s)=x

joaT +1

K(jo)=x =
(o) joT +1

K (jo)| 2K (jo)
Assim, o controlador avango apresenta uma fase que pode ser calculada como:
ZK(jo)=® =tan"' (aToo)— tan”' (Tw) (71)

A frequéncia a qual o avango de fase € maximo pode ser calculado tomando-se

a primeira derivada da expressao anterior, i.e.

D, = dd—w(tan_] (aT(n)— tan”™' (TO))) =0

ou seja,
d o o aT T
—(tan Tow)—tan (Tw))= - =0
dm( (aT0) ( )) 1+(aT(x))2 1+(T(x))2

Para que a equacgao anterior seja nula é necessario que,
aT | 1+(Tw)’ |-T|1+(aTw)’ | =0
logo,

aT+aT’0* -T-a’T’0* =0 =
al’®* (l—a)=T(1—a):>

»_ 1
aTl?
e assim,
1
0= (72)

ou seja, a frequéncia,
1

Ta

0= =,
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0 avanco de fase € maximo e tem como valor:

_ -1 -1 1
®,,,, =tan (\/Z)—tan [ﬁj (73)
0 que leva a que,
) a—1
sin(®@,,,, ) = e

e em ultima analise, a constante « em fungdo do maximo avanco de fase

3 1+sin(®,,,,)

" 1-sin(®,,,,) (74)

[ demonstracao ]

Considere-se @, ,, =tan' (\/Z)— tan”™' [L] =0-¢p=A. Geometricamente, a

Ja

expressao possui o seguinte aspecto:

@t--

Y

Nota: tan(t) ==
X

Pela teoria do calculo vectorial sabe-se que o produto interno entre dois
vectores a =<a,,a,,":-,a, > € b =< b.,b,,---b, > €& dado por:
G-b=ab+ab,+-+ab, =|al-[b|-cos(e)

onde ¢ se refere ao angulo formado pelos dois vectores e |d|=+/a; +4a; +---a;

e ‘E‘:«/bf+b§+---bf refere-se ao valor absoluto dos vectores @ e b

respectivamente. Assim é facil verificar que,

<\/2,1>-<1,\/E>_ \/2+\/E _2\/5
‘<\/Z,1>H<1,\/Z>‘ Vi+a-Jl+a l+a

Pela teorema fundamental da trigonometria,

cos(L) =+/1—-sin*(X) =

cos(A) =

2Ja logo, [ continua ]
l+a
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sin(A) = [1- 4a 1—2a+a2: (a—l)zza—l
(1+a)2 (lJra)2 (lJra)2 a+l

_ 1+sin(A) P 1+sin(}) c

—1=(a+])-sin(A)=a= e.d.
a=l=(a+])-sind) = a = oy o O = T i)

[ demonstragao alternativa ]

Tendo em consideragao que,

tan ™' (lj =g—tan_1 (a) vém que,
a

@, =tan” (\/;)—tan*1 (%

(3 ) @uue +5 ) a0 (2)

tan [Gj(q)ﬂm +§D —a o que implica que a = tan’ ((%)(@MAX +§D . Assim,

sin(0.5-(@,, +0.57)) | [ (sin(0.5-®,,,) +c08(0.5- D))
c0s(0.5-(®,,,, +0.5m)) | (cos(0.5-@,,,, ) —sin(0.5-®,,,,))

j, ®,,, =tan” (\/;)—g+tan*1 (\/;)

sin’(0.5-®,,,, ) +cos’(0.5-®,,,, ) +2-sin(0.5-®,,,, )-cos(0.5-D,, )
cos’(0.5-®,,,,)—2-sin(0.5-®,,,, )-cos(0.5-®, . )+sin’(0.5-D,,,,)

1+2-sin(0.5-®,,,,)-cos(0.5-®,,,,) | 1+sin(®,,,)

= - = - c.ed.
1-2-5in(0.5-®,,,,)-c0s(0.5-®,,,.)) ) 1-sin(D,,,)

A contribuicdo adicional de ganho, pela componente transitéria, para a

frequéncia o=, é:

M= ](';oq)aT+1 oM, :2010&0( ](';o(paT+1]
Joo T +1 Jo T +11{)
M, =20log,, # =201og,, (v1+a)-20log,, e
ja +1 " a
ou seja
l+a
M, =10log,, (1+a)—10log,,| — |=10log,(a) (75)
a

Tendo em consideragao as equagbes derivadas até aqui, apresenta-se nos
pontos subsequentes uma espécie de algoritmo que pode ser seguido de modo

a projectar um controlador atraso de fase [14].
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[nota] Com este algoritmo ndo € possivel especificar a frequéncia de

cruzamento de ganho

Algoritmo:
Passo 1de 7: Calcular o ganho k¥ de modo a que a constante de erro
possua o valor desejado

Passo 2de 7: Esbogar o diagrama de bode de «xG(jo) e determinar a

margem de fase.

Passo 3 de 7: Determinar a quantidade de avango de fase necessaria ©®
majorando-a em cinco ou dez graus.

1+ sin(D)

Passo 4 de 7: Calcular a a partirde a = .
1 —sin(®)

[ nota] O limite pratico para a € 10 o que equivale a um maximo aumento de
fase de 55°. Para adicionar mais fase ¢é necessario colocar

Compensadores em cascata.

Passo 5de 7: Determinar a frequéncia a qual o ganho ¢é

[kG(jw)|,, =—10log,,(a). O valor dessa frequéncia serd a

frequéncia de cruzamento do ganho.

[ nota ] Relagao entre atenuacao e avango de fase.
Para um avanco de fase entre 0 e 55°, a relagcao entre a amplificagdo do sinal

devido ao controlador e o avango de fase possui, em dB, o seguinte aspecto

12

o

®

IS

Factor de Amplificagéo: 10x|og10(a)
o

T
|
|
:
r
N
|
|

o
=)
[N
o
©w
S
N
o
o
I=]

60
Avanco de Fase/®

Se compararmos o perfil do resultado com uma recta que passa pela origem
pode-se dizer que, a menos de um erro maximo de 0.85dB (0.25dB entre 0 e
45°) que a atenuagdo a considerar no algoritmo de projecto é

aproximadamente 1/6 do avango de fase (em graus) necessario.
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1

o ~Na

8c

Passo 6 de 7: Calcular T a partirde T =

Passo 7 de 7: Desenhar os diagramas de Bode de K(jo)G(jo) para

confirmar o projecto. Convém também simular a resposta do

sistema em malha fechada
1.2.6.1.2 Estratégia de Projecto: Analiticamente

Outra estratégia de sintonia pode ser obtida, tal como foi feito para o
controlador PID, analiticamente. Assim, considere-se um sistema com funcao

de transferéncia G(s) em série com um controlador avango de fase com fungao

de transferéncia:

aTs +1

K(s)=x
() Ts+1

Considere-se ainda que o sistema deve possuir, em malha fechada, um erro

em regime permanente inferior ou igual a & e uma largura de banda ,.

Adicionalmente a margem de fase deve serigual a P, graus.

Atendendo a primeira especificacao, e dependendo da ordem do polinémio de
entrada (degrau, rampa ou parabola), o ganho « € obtido a partir do teorema
do valor final. Por exemplo se a entrada for um degrau e o sistema for tipo 0
entao,

1

€= <d
1+K,

onde

K, =lim K (5)G(s) = k- lim G(s)

assim,
6-lin(}G(s)

Os parametros a e T sao obtidos a partir dos restantes critérios de
desempenho. Considerando que a largura de banda é aproximadamente igual

a frequéncia de cruzamento do ganho entéo, a frequéncia n=0, =, a fase

que o sistema deve exibir & ¢ = Pm—180. Assim sendo,
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K(jo)G(jo),,., ="

Considerando que a frequéncia o=,

G(jo)|=M e £G(jo)=6 entdo,

K(jo)G(jo) = K(jo) o M el = el

@o=0,

ou seja,

: | .
Ko, =3¢

como

jaTw+1

K(jo)=x
(o) jTo+1

entao,

. aTo, +1 1 4
K(.](D)|@w:mc = x4 ="

iTo.+1 M
ou seja,
jaT(oc +1 _ 1 ej(q)_e) _ 1 ej(Pm—l80—9)
jTo,+1  «-M K-M

resolvendo a equagao vém que:

- (K'M)cos(Pm—6)+1 e T:K'M+COS(Pm—9)
“s K-M|[x-M +cos(Pm—0)] , sin(Pm—0)
i.e.,

(x-M)cos(Pm—6)+1 _ k-M +cos(Pm—0)
T=- erT=
¢ ( K-M -, sin(Pm—0) o, sin(Pm—0) (76)

[ demonstracgao ]

jaTo, +1 _ 1 ej(Pm—lSO—e

= ) multiplicando o termo a esquerda pelo conjugado e
jTo,+1 x-M

aplicando a identidade de Euler ao termo a direita vém que:
(jaToac+l)(—jT(oc+l) 1

= cos(Pm—180—0)+ jsin(Pm—180—06
(Tcoc)2+1 K-M( ( )+ Jsin ))

2 .
1+0(T°ECT) +)ZT‘;)C(“‘1) = 1M(cos(Pm—180—e)+jsin(Pm—lgo—e))
®,) + LSS

separando a parte real da parte imaginaria tem-se que:

[ continua ]
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2
1+a(T2®") _ cos(Pm—180-6)=—
(Tw,) +1 «M K-M

cos(Pm—6) (1)

To, (a-1) .
5 = sm(Pm—lSO—e)z—
(Tw,) +1 ®-M K-M

sin(Pm—O) (2)

Resolvendo (1) em ordem a a

1
(To.)

- cos(Pm—G)[(Tmc ) +1}—

a=

_K-M(T(DC)

Substituindo (3) em (2) e simplificando fica:

_ cos(Pm—0) o Parlo ! :_sin(Pm—G) o Varla

o Lo e =g (7o) #1]#!
cos(Pm—6) 2 To, -sin(Pm—0) 2 7 (To,) +1
< M(To,) [(Tmc) +1}— Y [(Ta)c) +1}_ [—(T(Dc)z J
(To,) +1

K- M(To,)

- [cos(Pm -0)-To,sin(Pm —9)] = —((T(D‘—)zjl]

_ K- M +cos(Pm—6)
- , sin(Pm—0)

substituindo este ultimo resultado em (3) vém que:

a=-— 2cos(Pm—G)[(Tc)c)z+1}— ! 5
k-M(Tw,) (Tw,)
cos(Pm—e) cos(Pm—6)+K-M 1

== _

K-M K-M (T@c)2
cos(Pm—0) (cos(Pm—0)+x-M ; sin’ (Pm—6)
= _
K-M K-M (;)§[1<~M+cos(Pm—6)J2
cos(Pm—O) cos(Pm—6)+K-M sinz(Pm—G)

A= _

K-M K-M [1<-M+cos(Pm—9)]2
cos(Pm—0) sin® (Pm—9)

= _

K-M K-M[K-M+cos(Pm—6)}

a=

_[(K-M)cos(Pm—O)+cos2 (Pm—9)+sin2 (Pm—G)]
K-MI:K-M+COS(Pm—9):|

(x-M)cos(Pm—6)+1

¢ :_{K‘M[K'M-FCOS(PWI—O)]]
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[ nota] Para que o controlador seja estavel € necessario que T seja positivo.
Adicionalmente, e por forma a garantir que o sistema seja de fase
minima o valor de aT também deve ser positivo. Ao fim de alguns
testes verificou-se que, recorrendo a esta estratégia, a frequéncia de
cruzamento de ganho nao pode ser arbitraria. De facto, a frequéncia
de cruzamento esta restringida aos valores que tornam o controlador

de fase minima.

1.2.6.2 Controladores Atraso de Fase

Entre outras, um controlador avango de fase normalmente contribui para que
um sistema exiba as seguintes alteragbes comportamentais:

» Aumento da estabilidade relativa por aumento da margem de fase

= Diminuigdo da largura de banda

= Diminuigao do erro em estado estacionario

» Diminuigao da sobre-elongagao (maior zeta)
1.2.6.2.1 Estratégia de Projecto: Diagramas de Bode

Considere a funcao de transferéncia de um compensador atraso parametrizada
da seguinte forma:

aTs+1
K(s)= 1
(s)=x Tl a< (77)

A semelhanca do que foi feito para o compensador avango, a constante de
ganho é estimada por forma a satisfazer os requisitos de erro em regime
permanente e os parametros a e T sao projectados de modo a que a margem
de fase requerida seja satisfeita. Para este tipo de controladores, o ganho

diminui com o aumento da frequéncia e verifica-se que a maxima redugao de

ganho é de 20-log,,(a).

[ demonstracao ]

. als+1
lim

soo Ts+1

=a=20-log,(a)| ,

Normalmente considera-se, para fins de projecto, que a minima contribuigdo da

fase de um controlador atraso ocorre uma década a frente do zero, i.e.
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O ing =10-w,

onde,
1
o, =—
al
ou seja,
()
min ¢ ClT

Assim, uma vez o

de cruzamento do

(78)

(79)

(80)

a seleccionado, T' é escolhido de modo a que a frequéncia

zero esteja afastada (para a esquerda do diagrama de bode)

da frequéncia critica do sistema (de contrario o atraso de fase adicional pode

destabilizar o sistema). Atendendo ao que foi dito um possivel algoritmo de

projecto para controladores atraso pode ser estruturado pela seguinte

sequéncia [1]:

Algoritmo:

Passo 1 de 6:

Passo 2 de 6:
Passo 3 de 6:

Passo 4 de 6:

Calcular o ganho x de modo a que a constante de erro
possua o valor desejado

Esbocar o diagrama de bode de «G(jw)

Se a margem de fase é insuficiente, estimar o valor da
frequéncia a qual a margem de fase é satisfeita (adicionar 5°
por seguranga). Esta frequéncia sera a frequéncia de

cruzamento de ganho desejada (o, )
Determinar o ganho P=|KG(j0))|dB a frequéncia o=o,.

Calcular a a partirde a=10""".

[nota] O limite pratico para a € 0.1. Para adicionar mais atraso de fase €&

necessario colocar compensadores em cascata.

Passo 5 de 6:

Passo 6 de 6:

De modo a minimizar a contribuigcdo na fase pelo controlador

10

am,,

estimar 7 através de T =

Desenhar os diagramas de Bode de K(jo)G(jo) para

confirmar o projecto. Simule também a resposta do sistema

em malha fechada
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1.2.6.2.2 Estratégia de Projecto: Analiticamente

Outra estratégia de sintonia pode ser obtida analiticamente, tal como foi feito
para o controlador PID e avango de fase. De facto, a estratégia subjacente a
este método tém muito em comum com a técnica analitica usada no projecto
de compensadores avanco. Assim, considerando um sistema com funcao de

transferéncia G(s) em série com um controlador atraso de fase com fungéo de

transferéncia:
aTls+1
K(s)=x com a<l
)= (81)

E supondo que o sistema deve possuir, em malha fechada, um erro em regime
permanente inferior ou igual a &, uma largura de banda ®», e uma margem de
fase de Pm graus verifica-se que:

(x-M)cos(Pm—0)+1
- K-M[K'M+COS(Pm—9):| (82)

a=

B K-M+cos(Pm—9)
- , sin(Pm—6) (83)

onde M e 6 se referem ao ganho e fase (em graus) exibidas pelo sistema a

frequéncia ®,. O ganho « € obtido através do erro maximo admissivel em

regime permanente.

[ nota] Como na técnica analitica se obtém as constantes de tempo para os

polos e zeros através da divisdo por sin(Pm—e), este método néao

funciona se o argumento do seno se aproximar de 180°. Assim, é
possivel que um dado conjunto de critérios de desempenho n&o sejam
atingiveis com este método. Na minha perspectiva o argumento do
seno nao deve ser superior ou igual a 180° pois nesses casos 0 seno
retorna um numero negativo ou zero fornecendo um controlador

impossivel ou de fase ndo-minima.

[ < CAPITULO 1]

J.P. COELHO 57



CONTROLO DIGITAL

58 J.P. COELHO



Capitulo

2 Controlo no Dominio Discreto

2.1 Amostragem e Reconstrugao

controlo digital tem a ver com a substituicdo dos controladores analdgicos
O revistos anteriormente por algoritmos executados em processadores
digitais sejam eles computadores, micro-controladores, ASIC's ou DSP’s. No
entanto, como normalmente os sinais presentes numa malha de controlo séo
analdgicos, i.e. continuos no tempo, para a adigdo de um controlador digital
numa malha do sistema € necessario uma etapa de discretizacdo ou
digitalizacao de sinais (conversao A/D.) Como veremos adiante, na maior parte
das vezes existe também a necessidade da conversdo inversa, i.e. transformar
um sinal do dominio digital para o dominio analdgico (operagéo realizada por
conversores D/A). As figuras que se seguem pretendem ilustrar o que acabou
de ser dito. Na figura 15 os interruptores pretendem representar os dispositivos

basicos do processo de amostragem : os amostradores

s : 0
x > 5
YL Ky || 66
Hy) |
Fig 14. Controlador continuo
t : y
rg)_./.:—.@ - » DA H—» S
i K(z) : G(s)
| &1
| v :
: AD |« S -
| Hs)

Fig 15. Controlador digital
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A etapa de digitalizagao requer:

Uma amostragem do sinal em intervalos de tempo 7T normalmente
regulares (€ possivel a existéncia de amostragem a razdes variaveis). Apos
este processo, obtém-se um sinal discreto no tempo mas continuo na
amplitude. Contudo, os processadores ndo conseguem executar operagoes
com precisdo infinita. Assim, também a amplitude deve ser discretizada
através de uma operacgao de quantizacao.

A quantizacdo de um valor analégico no seu equivalente discreto depende
do numero de digitos binarios usados (bits). Assim, por exemplo, recorrendo
a uma quantizagao de 10 bits € possivel representar 1024 niveis distintos.
Se se pretendesse quantizar um sinal com excursdo de amplitudes entre 0
e 1, a resolugao seria de uma parte em 1024. Se a amplitude do sinal nao
coincidir com um multiplo inteiro da resolugédo o processo de quantizagao
fornece como saida o equivalente binario mais proximo do valor a

quantificar. Assim é facil ver que a quantizagao adiciona erro a medida cujo

valor minimo tedrico é igual a metade do bit menos significativo i.e. izLSB.

De modo a ilustrar o que foi dito observe-se o seguinte exemplo de um sinal

continuo quantizado em 2 bits.

Sinal: xiti=t
1 ! T T T ! T T T ‘t"
] i beeeee
=i E
:g DE _______? ____________________________________________________________ —
E 0.4 E
go S Nl S G s S S B
e i S S N et S e
0 & I I I I I I I I
[n] 10 20 30 40 a0 =il 70 aa a0 100
Tempo*m2

Erro de Quantificagan

0.5

%L5B

Tempo™ o?

Fig 16. Erro de quantizagédo devido a um conversor A/D de 2 bits

O fendmeno da quantizagao, assim como o seu efeito num sistema de controlo,

sera enderegado, mais a frente, na seccao §2.1.3.
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Como se pode presumir, a amostragem € uma operagao fundamental no
contexto do controlo digital. Assim sendo, na secgdo que se segue,
estabelecem-se as bases matematicas imprescindiveis para a analise e

projecto de sistemas de controlo digitais.
21.1 Processo de Amostragem

Sempre que um processador digital € envolvido, quer para medidas,
processamento de sinal ou controlo, os dados e os sistemas envolvidos séo, na
sua natureza, discretos no tempo. Este fendmeno prende-se com o facto das
instrucbes serem executadas, pelo processador, em instantes discretos de
tempo. Em termos de concepgédo, esses instantes sdo marcados fisicamente
por um sinal de sincronismo (clock). Neste contexto, o objectivo desta secgao €
o0 de estabelecer um modelo matematico para o processo de amostragem¥.
Esse modelo sera utii de modo a poder ter em consideracdo possiveis
alteragdes da dinamica do sistema em malha fechada (face ao homdlogo
analdgico) decorrente do processo de amostragem. Assim, considere-se a

seguinte figura:

e(f) e o= s 25(8)

AT .

Fig 17. Modelo alegérico de um processo ideal de amostragem
Imagine-se um sinal eléctrico aplicado a montante do interruptor da figura
anterior. Considere ainda que o interruptor € premido em intervalos de tempo
regulares 0,7,---,nT,---, Vne N, e durante um instante infinitamente pequeno.
Decorrente deste processo observa-se, a jusante do interruptor, o

aparecimento de um sinal que, idealmente, se pode assemelhar aquele

apresentado na figura subsequente.

[nota] Este € um modelo ideal de amostragem dado que a saida aparecem
sinais nao-fisicos: impulsos (simbolizados por setas). Na realidade a

saida nao se verificam impulsos mas sim pulsos de curta duragao [12].

¥ Aconselha-se um estudo prévio ao anexo A2 deste documento.
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T - T T ."f
0 T 2T @DT nT (ntliT

Fig 18. Relagao entre os sinais a montante e a jusante do amostrador ideal.
Pode ver-se que o sinal amostrado consiste numa sequéncia ponderada de
impulsos (trem de impulsos). O factor de ponderacdo ndo € mais do que a
amplitude do sinal em cada instante »T. Assim, o sinal amostrado pode ser

escrito como uma soma ponderada de impulsos deslocados no tempo da

forma:

e’ (t) = e(0)8(t) + e()3(t = T) +++++e(nT)S(t —nT) +++- = e(t)-ioﬁ(t—nT) (84)

[ nota] A funcao d(¢), apelidada por impulso ou delta de Dirac, representa um

sinal tedrico sem existéncia fisica. Conceptualmente descreve um
pulso com existéncia infinitamente pequena e amplitude infinitamente
elevada. Este sinal também admite representagédo no dominio discreto
possuindo, neste caso, amplitude unitaria. Concretamente,

3(t) = {O S (()) e no dominio discreto §[n]= {O ysenz0

w,set= l,sen=0

Deste modo, e decorrente da expressao anterior, o processo de amostragem
ideal pode ser visto como a multiplicacdo de uma sequéncia peridédica de
impulsos com periodo T pelo sinal a amostrar e(z), i.e. assiste-se a uma
modulacdo em amplitude da portadora (sequéncia de impulsos) pelo sinal
modulante e(¢) . Este conceito € ilustrado na figura que se segue [12].

S(f)

(L

AT 3T2T-TO T 2T3T4T5T

Fig 19. A amostragem vista como uma modulagao em amplitude.
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Analisemos agora qual o efeito da amostragem do sinal no dominio da
frequéncia. Assim vamos aplicar a transformada de Fourier a e (1) :

€ (1) =e(t)- 380~ nT) SE' (jo) =5 E(jo)* A o) (85)

n=0
onde E(jm) se refere a transformada de Fourier de e() e A(jw) diz respeito a

transformada de Fourier do trem de impulsos.

[ nota ]

7(0)=5(0)- ) > R(j0) =[S0 P(j)]

R(jo) = S(jo)* P(jo) > r(t) = 5(0) - p(t)

A transformada de Fourier da sequéncia de impulsos, sendo este um sinal

periddico com periodo T, é:

A(jo) = Z 2n-C, -d(0—-kw,) (86)
onde,
1 T/2 s 1
Ck:? I S(t)'ej df:? (87)

=T/2

[ nota] Propriedade de anteparo [4]
[ rde-1)di=ra,)

f(,) se a<t <b
0 restantes casos

J' F(O)8(t—t,)dt = {

Deste modo,

Ao =2 80— ko,) (88)

k=—0
0 que leva a concluir que, no dominio de Fourier, um trem de impulsos no
tempo é também um ftrem de impulsos na frequéncia. Neste dominio os

impulsos aparecem espagados de ®,=2n/T ponderados por um factor

constante ao longo de todo o espectro e igual a 27/T .

Nao perdendo de vista o objectivo que € determinar o espectro de frequéncias

do sinal amostrado tém-se, como ja foi referido, que:
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E (jo) =%E(j03)*A(j03) (89)

A convolugao entre os dois espectros é calculada recorrendo ao integral de

convolugao da seguinte forma:

* . 1 ‘ . .
E'(jo) =E{ JEG- Ao da} (90)
Substituindo A(jw) por 2775 i d(w—ko,) tém-se:
k=—o0
. 1% . . 2n&
E'(jo)=—— LE(/Q)-?kZ;OS(w—kmo—Q)dQ (91)
ou seja,

E*(jo))=% TE(]'Q)- Zw: S(w— ko, —Q)dQ

k=—0

E*(jco):% f f E(jQ)-8(0—ko, —Q)dQ

| —o0 k=—o0

como o integral da soma € igual a soma dos integrais,

E*(jm):% iTE(jQ)-S(m—kmO—Q)dQ

k=—00 _

pela propriedade de anteparo, e como S(w—-kw,—Q) s € diferente de zero

para o—ko, -Q=0,i.e. Q=w-kon, vém que,

E*(j(o):%kiE(j(m—kcoo)) (©92)

Esta expressao final significa que o espectro do sinal amostrado € periédico na
frequéncia com periodo fundamental o, . Mais concretamente, o espectro do
sinal amostrado ¢é igual ao espectro do sinal continuo repetido indefinidamente
com um periodo que depende do periodo de amostragem. Em termos de
energia verifica-se que o espectro do sinal amostrado € T vezes inferior ao

espectro do sinal continuo.

Com o propdsito de ilustrar o efeito, na frequéncia, do processo de amostragem

considere-se um sinal e(¢) limitado em banda cujo espectro possui,

genericamente, o seguinte perfil:
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|E(jm)|
1

-
' ot

1 | T
- » ) » [£)]

Fig 20. Espectro de frequéncias (magnitude) de um sinal genérico

Graficamente a expressao {92} representa a sobreposicdo de réplicas de

|E(jc))|, deslocadas na frequéncia de k®, e com amplitude escalonada por 1/T,

como se mostra na figura subsequente.

|Ejm)|

1
T

T | T 1 i T
- w o m, ot
1 )
" ooy, Y ogtm,

Fig 21. Espectro de frequéncias do sinal depois de amostrado

Da figura anterior pode presumir-se que € possivel reconstruir o sinal continuo
no tempo a partir da sua versao amostrada. Para isso basta eliminar as

componentes espectrais do sinal amostrado acima e abaixo de +tw,. Essa

operacao pode ser realizada recorrendo a um filtro do tipo passa-baixo.

Verifica-se assim que, teoricamente, € possivel, a partir de filtragem do sinal
amostrado, obter o sinal continuo no tempo que lhe deu origem. No entanto,
para que esta possibilidade exista € necessario que se cumpram duas
condigdes: a primeira refere-se a forma como o sinal é filtrado e a segunda a
forma como o espectro esta distribuido. Relativamente a primeira, esta sera

objecto de estudo na secgao §2.1.4.

No que se refere a segunda condigdo, e observando a figura 21, conclui-se
que, para a recuperagcdo do sinal original ser possivel, ndo € permitida a
sobreposigao de bandas entre réplicas adjacentes. Visto que a posigao relativa

entre espectros adjacentes depende da frequéncia da amostragem o, entdo, é

condigdo necessaria para a invertibilidade da operagdo de amostragem que

0, <0,-o0,, .e. o,>2n, . Esta condicdo reporta ao teorema de Nyquist

(também designado por teorema de Shannon) que estabelece a frequéncia de
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amostragem como sendo maior que o dobro da componente de maxima

frequéncia (de amplitude significativa) do sinal a amostrar.

[nota] A frequéncia igual a metade da frequéncia de amostragem é vulgar
designar por frequéncia de Nyquist. Esta convengao sera seguida no

decurso deste documento.

Caso esta condicao ndao se cumpra, observa-se a ocorréncia de um fenémeno
designado por aliasing, i.e. assiste-se a uma forma de distor¢cdo em que as
componentes do sinal com frequéncia maior do que metade da frequéncia de

amostragem s&o transladadas para o intervalo limitado [-,/2,0,/2]. O efeito

da sub-amostragem de sinais continuos no tempo sera objecto de uma analise

mais profunda na secgao que se segue.

Para terminar adverte-se que, no dominio discreto, € frequente representar o
espectro de um sinal recorrendo a uma normalizagédo do eixo o por um factor

igual ao periodo de amostragem, i.e. 0 eixo «® passa a ser o0 eixo o, € a

relagao entre eles pode ser expresso pela seguinte afectagao:
W, = ol (93)

A frequéncia o, é designada normalmente por frequéncia digital e, como se

pode inferir da expressao anterior, esta frequéncia ndo tem explicitamente a
nogao de tempo sendo medida em radianos/amostra [12]. Decorrente desta
transformacao a figura 21 passa a ter a seguinte representacéao alternativa:

| joog)|

1
T

T | T
-To,, - T,

Fig 22. Espectro de frequéncias em fungao da frequéncia digital.

Verifica-se assim que, no dominio digital, a frequéncia de amostragem ¢é igual a

2n. De facto, substituindo na expressdo {93} ® por o, =2n/T obtém-se

o, =2n. Adicionalmente, e tendo em considerag&o a figura anterior, a relagéo
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entre a transformada de Fourier do sinal continuo e da sua versdo amostrada
é:

E(j(n)=T-E*(jwd)para —T<®, <N (94)
onde © corresponde a metade da frequéncia de amostragem, i.e. a frequéncia

de Nyquist.
2.1.2 Aspectos Relativos a Distor¢cao por Amostragem

Como ja referido, um fendmeno singular pode ocorrer quando um sinal
continuo no tempo é amostrado: componentes de alta frequéncia do sinal
analégico podem aparecer como componentes de baixa frequéncia (mas com
amplitude inalterada) no sinal discreto. Este fenomeno € designado por aliasing
e ocorre, como ja foi visto, sempre que a frequéncia de amostragem é inferior

ao dobro da maxima componente em frequéncia do sinal amostrado.

De modo a ilustrar o que acabou de ser dito considere o exemplo de um sinal
simples monocromatico amostrado a duas taxas distintas. O resultado pode ser
avaliado atendendo a figura que se segue onde, a trago cheio, se apresenta o
sinal original,
x(t) =sin(4nt)

que ndo € mais do que um sinal sinusoidal a "girar" a uma frequéncia de 2Hz.
Por outro lado os marcadores da figura representam as amostras adquiridas do
sinal com uma frequéncia de 10 Hz e 2.5 Hz.

Fslnal=2HZ Famosl=1 0Hz

T T AN T

~o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Tempols

Fslm‘ilz2 Hz Famns‘

=2.5Hz
05/ \ / / | 1
ot \ A
0.5}

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Tempols

Fig 23. Efeito da frequéncia de amostragem: exemplo de aliasing
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Note-se que, e ao contrario do que possa parecer a primeira vista, apenas as
amostras fazem parte do sinal discreto. No entanto para uma melhor percepcao
visual do fenémeno de aliasing apresentam-se os marcadores unidos por um
segmento de recta. Na realidade, o que se esta a fazer quando se unem os
pontos com segmentos de recta € uma reconstru¢do do sinal amostrado
recorrendo a uma interpolagao linear de 12 ordem.

)= x[k+1]—x[k]
N T

x(¢ t+xlk] kT <t<(k+1)T

Reportando-nos ainda a figura anterior verifica-se que o sinal discreto que foi
sub-amostrado aparenta um frequéncia inferior a frequéncia do sinal analégico
que lhe deu origem. Mais concretamente verifica-se que a frequéncia do sinal

digital (apds a sua reconstrucao) € igual a 0.5Hz!.

De uma forma geral, o valor da frequéncia de uma dada componente de um

sinal sub-amostrado pode ser calculada por [1]

('Oallm = o+ COO %('00 - 0)0
‘ 2 2

onde a operagao % se refere ao resto da divisao.

(95)

Outra alternativa consiste em subtrair, de forma recorrente, a frequéncia de
amostragem da componente em frequéncia do sinal até que a resultante seja
menor, em modulo, que a frequéncia de Nyquist. Nesse momento a frequéncia
resultante € a frequéncia aparente do sinal. Este procedimento pode ser
sumariado pela seguinte equagao,

20+,
0—0,
2w,

w =

alias

(96)

onde o operador H retorna o valor inteiro mais préximo, por defeito, do

resultado da expressao transportada como argumento.

Assim, por exemplo, se ©, =2.5 e =26 leva a que, recorrendo a equagéo 95,

(V)

alias

=|(27.25%2.5)-1.25| =[2.25-1.25 =1 rad/s

Por outro lado, e atendendo ao que foi acima referido,
®, =26-25-25-----25=26-10-2.5=1rad/s

alias
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[ nota ]

Em sistemas de controlo o aliasing causa outro problema mais subtil.
Como se sabe, num sistema continuo no tempo, se o sinal esta
contaminado com ruido de alta-frequéncia fora da largura de banda do
sistema de controlo, este normalmente ndo afecta a resposta do
sistema. O mesmo ndo se passa em sistemas amostrados dado que
frequéncias acima e abaixo de n serdo transportadas para o intervalo

de frequéncias de interesse.

[ nota ]

Além da possivel transformacdao de altas frequéncias em baixas
frequéncias, a sub-amostragem possui também um efeito de inversao
do espectro, i.e. para algumas gamas de frequéncias assiste-se a uma
diminuicdo/aumento da frequéncia digital quando a frequéncia
analdgica aumenta/diminui. Este fendmeno pode ser evidenciado

observando a figura que se segue.

Observa-se que, para frequéncias analdgicas entre kw,/2 e ko,,

VkeZ , o aumento da frequéncia analégica implica uma diminuicao,
em modulo, da frequéncia digital (lembre-se que o sinal negativo na

frequéncia refere-se apenas a informagao de fase!).

Aparentemente o problema ilustrado pela figura 23 parece simples de

contornar: se se pretender amostrar um sinal analdgico basta garantir que a

frequéncia de amostragem verifica o teorema de Nyquist.

Contudo as coisas ndo sdo assim tdo simples. Isto porque o espectro de

frequéncias de um sinal analdgico real nunca termina abruptamente a uma

dada frequéncia, i.e. por norma nao é possivel definir um sinal analdgico,

adquirido num sistema real, que esteja limitado em banda como € o caso do

sinal apresentado na figura 20. Genericamente o espectro estende-se de

menos infinito a mais infinito o que implica que, por maior que seja a frequéncia
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de amostragem, existira sempre sobreposi¢cdo de bandas laterais. No entanto a
quase totalidade da energia do sinal esta contida num intervalo finito de
frequéncias. Deste modo as componentes em frequéncia a partir de um dado
ponto do espectro podem (e devem) ser eliminadas ou fortemente atenuadas.
Essa rejeigao/atenuagdo estd normalmente a cargo de um filtro do tipo

passa-baixo colocado antes do amostrador como se mostra na figura

subsequente.
U : 1 »®

'g)—O{O'—b@ > » D/A H > o
I K(z) : G(s)
I S S
| L |
: AD |« o e - .
: | Fe H(s)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig 24. Redugéo do efeito de aliasing por introdugdo de um pré-filtro F(s)
Como é Obvio este filtro deve ser analégico sendo, frequentemente,
implementado electronicamente recorrendo a componentes activos e passivos

como por exemplo amplificadores operacionais, condensadores e resisténcias.

Normalmente esses pré-filtros, introduzidos a montante do amostrador, sao
designados por filtros anti-aliasing e a escolha mais frequente recai num filtro
do tipo passa-baixo de primeira ordem com funcgao de transferéncia:

®. 1
2 s—(w,/2) (97)

F(s)=

Alternativamente também €& frequente encontrar filtros de ordem superior a
unidade como é o caso de filtros de Butterworth e de Bessel. Estes ultimos
possuem a vantagem de possuir uma fase praticamente linear (dentro da gama

de frequéncia de interesse) o que implica uma baixa distor¢do do perfil do sinal.

Note-se que a largura de banda do filtro anti-aliasing €, normalmente, muito
superior a largura de banda do sistema. Este facto implica que a dindmica
adicional introduzida pelo filtro pode ser negligenciada no procedimento de
projecto. No entanto a influéncia do filtro deve ser tida em consideragdo na
simulagao global do sistema de controlo. Este tema sera objecto de uma

analise mais profunda na seccéo §2.6.2.
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2.1.3 Quantizacao

No contexto do controlo digital existem trés factos que sdo, na maioria dos
casos, incontornaveis.
= Um controlador digital assenta num processador digital (computador, uC,
DSP, ASIC, etc.). E este componente o responsavel por estabelecer a
relacédo entre o sinal de controlo e a informagao proveniente do sistema.
= Um processador digital trata a informacado codificada em binario.
Decorrente deste facto, as operagbes aritméticas num processador
digital sdo efectuadas sempre com precisdo finita e essa precisdo
depende do numero de bit de resolugao do dispositivo.
= Os processos a controlar sdo normalmente de natureza "analdgica".
Deste modo existe a necessidade de descodificagao do sinal de controlo

debitado pelo processador.

Estas consideragdes estdo objectivamente ilustradas na figura 15 ou 24.
Ignorando o tipo de processador digital identificam-se na imagem dois blocos:
um conversor A/D e um conversor D/A. Cada um dos componentes executa,
internamente, duas fungdes distintas. No que se refere ao conversor A/D este é
responsavel por:
= Amostrar o sinal (sample & hold);
» Codificar o sinal. i.e. atendendo a um limiar maximo e minimo
pré-definido, converte um dado valor relativo no equivalente mais

préximo em binario com n bits de resolugéao.

[ nota] Na pratica as conversées A/D e D/A sao realizadas, sobre sinais

eléctricos, recorrendo a circuitos integrados.

Por outro lado o conversor D/A toma, a montante, uma "string" binaria e, a
partir de um par de limites fixo, converte-a num valor real. Para além da
descodificacdo executa também uma operacdo de reconstrucdo que sera

objecto de estudo na secg¢ao subsequente.

Voltando a conversdao A/D, a codificagdo do sinal implica a perda de
informagao. Isto porque, visto de outra perspectiva, um sinal com um numero

infinito de niveis é transformado num com um numero finito de niveis, i.e.
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quantizado. Num conversor A/D o numero de niveis de quantizagdo depende
do numero de bits de resolugcdo e é da ordem de 2" —-1. Para o caso de um

conversor A/D com referéncia balizada por [X,,.X,,]. o efeito da

quantizagcao pode ser modelada pela seguinte expressao:

X guant (t)=q-round {x(t)/q} (98)
onde,
_ XMAX _XMIN
2" -1

e n se refere ao numero de bits do conversor. Na figura 25 mostra-se o efeito
da quantizagdo, em 8 bits, de um sinal de erro submetido a um controlador.
Note-se que o desempenho da quantizagdo depende da gama dinadmica em
que a conversao se faz sentir, i.e. da relagao entre os limites da amplitude do

sinal e os limites do conversor A/D.

Adicionalmente, e devido a preciséo finita do processador digital, um erro de
truncatura ou arredondamento resultante das operagdes aritméticas também
deve ser considerado. Se bem que este ultimo problema ndo é observavel
quando se utiliza, por exemplo, o MatLab®, mas é por demais evidente se se

pretender executar uma multiplicagcdo num micro-controlador de 8 bits!

0&r

<
[}

=== Sem Quantizacio
| = Quantizado em 8 bits |

Erro Absclute/y
(=]
e

o
]
T

0 5 10 15 20 25 30 35

Fig 25. Efeito da quantizagdo num sinal aplicado a um controlador. (gama
dindmica de converséo entre -10 e 10 V e codificagdo em 8 bits)

[ nota] Os erros de quantizacio introduzidos por processadores de 16 ou 32

bits sdo, normalmente, negligenciaveis no contexto do controlo digital.
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Por norma, nos procedimentos de projecto, o efeito da quantizagédo €

negligenciado sendo apenas analisado, no final, num ambiente de simulacéo.
2.1.4 Reconstrugao

Nesta seccgao trata-se da problematica da reconstru¢cao de um sinal discreto no
tempo. A bem dizer, na pratica, esta-se mais interessado na "constru¢ao" do
que na "reconstru¢ao". Isto porque o sinal de controlo é criado discretamente e
ndo por amostragem. Quando se fala em reconstrugao normalmente tém-se em

mente a recuperagao de um sinal que, tendo sido continuo, foi amostrado.

Assim sendo, numa primeira iteracdo, apresentam-se o0s conceitos
matematicos subjacentes a reconstrugdo de um sinal amostrado.
Adicionalmente apresentam-se as condi¢gdes em que esta recuperagao se pode
realizar. Numa segunda iteracdo trata-se da problematica da reconstrugao
(leia-se conversao!) no contexto do controlo digital. No seguimento deste
assunto analisa-se a influéncia da dinamica adicional introduzida pelo

conversor D/A na malha de controlo.
2.1.4.1 Reconstrugao ldeal

Teoricamente, e se devidamente amostrado, um sinal continuo no tempo pode
ser reconstruido recorrendo a um filtro passa-baixo ideal. Para uma
reconstrucdo conveniente € necessario que o filtro possua frequéncia de corte
o, <|03L,| <®,/2 e magnitude, na banda passante, igual a 7 como se mostra na

figura que se segue.
|H(j® )}

- @

. - |E(j®)|

|ELj® )]

H
-
2
E]
g
E
Y

Fig 26. Reconstrucdo de um sinal amostrado (magnitude normalizada)
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A sequéncia de reconstrucdo de um sinal continuo no tempo a partir da sua
versdo amostrada passa pelo produto das transformadas de Fourier (caso
existam) da sequéncia discreta pelo filtro passa-baixo ideal. Matematicamente

0 mesmo é dizer que o sinal reconstruido é:

E(jo)=E (jo)-H(jo) (99)

No dominio do tempo significa que,

e()y=e (t)*h(t) (100)

Por outro lado, a resposta impulsiona do filtro passa-baixo ideal pode ser

facilmente derivada atendendo a definicao de transformada inversa de Fourier.

Deste modo,

1%
hi)=— | Te’"dw
0 27[_{

e logo,

T [ T o1 T . T .
h(t)=—- ¢ ' =—- [e"”f’ - e‘-"”ﬁ"} =—-sin(o ) = D sinc(,?)
2n | jt |, 2wt it T

Considerando a equacéao {100} e pela definicdo de convolugao tém-se que;

+00

e(t)= Y e(kT)h(t—kT)

k=—0

e finalmente,

+00

D" e(kT)-sinc(w, (1 —kT))

k=—x0

oI

e(t) =

Para o, = ® e atendendo a que T _n
(00
e(t)= Ze(kT)-sinc[O;“ (Z—kT)J (101)
k=—0

Se bem que, matematicamente, a operacédo de reconstrugao ideal possa ser
realizavel, na pratica esta parte de um pressuposto invalido: a existéncia de um
filtro ideal. De facto, e analisando a resposta impulsional do filtro, verifica-se

qgue este é ndo causal e logo fisicamente irrealizavel.
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[ nota ]

Um sistema linear e invariante no tempo com resposta impulsional #(¢) é
causal se e s6 se a resposta impulsional € nula para valores de t<0. Esta
consideragao é bastante intuitiva bastando, por exemplo, considerar a seguinte

resposta impulsional (seno cardinal):
AA)

0
Como se sabe a resposta impulsional € a resposta de um sistema a um
impulso. Uma resposta impulsional como aquela esbog¢ada na figura anterior
sugere que, mesmo antes de um impulso ser aplicado ao sistema ja este esta a
responder, i.e. aplica-se um impulso &(¢r) em t=0 e a resposta do sistema
antecipa-se a causa que |he deu origem. Como €& obvio, em sistemas
fisicamente realizaveis, a relagdo causal/efeito anda emparelhada ou seja para

existir um efeito, a causa que Ihe deu origem ja se deve ter feito sentir.

2.1.4.2 Reconstrugao Real

No controlo de um sistema por microprocessador, como se sabe, a informagao
que este necessita para calcular as necessidades de controlo € proveniente de
um conversor A/D que executa duas fungdes distintas — a amostragem e a
codificagdo. Esta ultima é necessaria dado que um processador digital trabalha
apenas com palavras binarias, i.e. as operag¢des sao efectuadas com preciséo
finita. Como ja deve ser claro, a lei de controlo debita, em cada instante de
amostragem, um valor numérico que deve ser aplicado ao processo através da
cadeia apropriada. Em termos de hardware o valor numérico fornecido consiste
numa "string" binaria. Assim, a operagao de descodificacdo deve ter lugar, i.e.
a palavra deve ser reconvertida para um valor "decimal”. Do resultado dessa
reconversao tém-se, ignorando os efeitos da quantizagéo, a passagem de um

sinal digital para um sinal discreto no tempo.

Em sistemas de controlo digitais verifica-se normalmente que o sistema a
controlar é continuo no tempo. Deste modo, se bem que um sinal discreto

possa, por vezes, ser usado directamente para a excitagao dos sistemas, este
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procedimento € raramente levado a cabo devido as componentes de alta
frequéncia do sinal injectado nos actuadores. Assim o sinal de controlo, depois

de descodificado, € normalmente convertido num sinal continuo no tempo.

Analisemos agora como é que essa conversao pode ser feita. Na secgao
imediatamente anterior, a conversdao sugeria 0 uso de um filtro analdgico
passa-baixo ideal. Nesta secgdo imagine-se o caso ilustrado pela figura
subsequente.

R(s) +® E(s) 4 . M(s) M(s), Y{eg
T_ K(z) H(s) G(s)

Fig 27. Controlo por microprocessador de um processo analégico

Num dado instante k7" o microprocessador processou O sinal de controlo
m’ (kT) recorrendo a uma qualquer lei de controlo. Esse valor é aplicado ao
processo e o0 préoximo valor do sinal de controlo sera apenas aplicado no

instante seguinte i.e. em (k+1)7T .

Entre os instantes discretos de tempo kT e (k+1)T que valores de

controlo se devem aplicar ao sistema?

[ nota] No controlo em tempo-real de sistemas fisicos a causalidade € uma
restricdo. Deste modo nao se tem acesso, obviamente, aos valores

futuros do sinal de controlo.

No presente apenas se conhece o sinal m (kT) e os seus valores passados.
Logo € necessario, a partir dos dados conhecidos, tentar prever quais os
valores do sinal de controlo entre periodos de amostragem. O mesmo ¢é dizer
que é necessario inferir quanto aos valores mais provaveis que o controlador

deveria debitar entre a amostra presente e a proxima futura.

[ nota] Este caracter predictivo do sistema de reconstrugao esta intimamente

ligado a ndo-causalidade do filtro analdgico ideal da secgao §2.1.4.1

Uma das formas de realizar essa previsdo passa pela extrapolagéo polinomial

[13], i.e. a partir do conhecimento presente, do conhecimento passado e de um
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polindbmio fungcdo desse conhecimento prevé-se quais os valores mais

provaveis do sinal de controlo entre os instantes kT e (k+1)T .

Expandindo o sinal m(¢#) em série de Taylor em torno do ponto ¢ =T vém que:

dm@) L (=kTY d'm(0)

mt)=m(kT)+(t—-kT
(1) =m(kT)+( ) - b A

(102)

[ nota] Expansao em série de Taylor de uma fungdo em torno de x=a

)= Z(x a) d dj}x)l

X=a

A anadlise da expressdo anterior fornece algumas pistas relativas a
impossibilidade de se conhecer, com exactidao, o valor do sinal de controlo
entre amostras. Em primeiro lugar a ordem do polindmio pode ser infinita e
depois, o calculo dos seus coeficientes passa pelo conhecimento da derivada
do sinal no ponto ¢ = kT . Sabe-se, atendendo a definicao de derivada, que:

dm(t) im m(t+h)—m(t)
dt i 0 h t=kT

(103)

Como é claro, o operador derivada € néo causal e requer o conhecimento de
valores do sinal para instantes posteriores a ¢ =iT . Assim, dado que apenas
se possui conhecimento do presente e do passando do sinal de comando entre
intervalos, no dominio discreto a derivada é aproximada como:

dm@t)| _ m@)-m@-T)| o dm(kT) _m(KT) —m((k—D)T)
dt |y T dt T (104)

Na impossibilidade de se calcularem um numero infinito de derivadas a
expressdo {102} é truncada num determinado ponto desprezando-se as

derivadas de ordem superior.

Uma das alternativas consiste em desprezar todas as derivadas de ordem
superior a derivada de ordem zero. Esta estratégia conduz a um polindémio
extrapolador de ordem zero normalmente designado por retentor de ordem
zero (zero order hold - zoh). Deste modo, e como apenas se pretende a

aproximacao entre periodos de amostragem, o sinal reconstruido é:

m(t)=m(kT) para kT <t<(k+1)T (105)
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Ou seja a previsao efectuada é do tipo naive: considera-se que o valor do sinal
de comando nao se altera entre amostras. No dominio do tempo o aspecto do

sinal de saida de um retentor de ordem zero é:

Fig 28. Aspecto de um sinal discreto no tempo reconstruido por um retentor de
ordem zero

Uma forma alternativa de se escrever a expressao anterior é:

m(t) =m(kT)-[u(t —kT)—u(t — (k+1)T)] (106)

O retentor de ordem zero funciona como um sistema com uma entrada e uma
saida. A montante aplica-se a amostra presente e a jusante o retentor debita,
durante um periodo de amostragem, uma previsdo do sinal com base nessa
amostra. Deste modo se a entrada do sistema a aplicado um impulso a saida
tém-se a resposta impulsional. O mesmo é dizer que a resposta impulsional do

reconstrutor &,

b, (1) = S(KT)-[u(t = kT) —u(t — (k+)T)]

onde 3(¢) se refere a fungcdo impulso. Assim, por definicdo, 6(kT) s é
diferente de zero para k£ =0 e logo a expressao anterior toma a seguinte forma:

h, (1) =[u(t)—u(t—T)] (107)
Verifica-se entdo que o retentor de ordem zero cria um pulso de saida para

cada impulso de entrada.

A resposta em frequéncia deste dispositivo pode, portanto, ser calculada
aplicando a transformada de Fourier a expressao anterior ou, alternativamente,

avaliando a sua transformada de Laplace ao longo do eixo jo.
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Segundo esta ultima estratégia,

—sT —sT
e’ |

H(s) =~ = (108)

S S S

Como H(jow)=H(s)

s=jo?

1_ efj(x)T

H(jo)=
(o) =— (109)
ou seja,
jol  —jor
il ot 2 2
H(jo)=e 2 %
Jjo

Atendendo as identidades de Euler vém que,

—.fﬁ)z
H(j(o):Ze sin(mz]
® 2
ou seja

. T
—jo—

H(jw):T-sinc(cogj-e 2
' 2n
e finalmente se atendermos a que o, =

) ® -
H(jo)=T- Lle e
(jo) smc(ﬂ(D } e (110)

o

[ nota] Identidades de Euler

0 -0 0 -0
84 eI 0 _ oJ

cos(0) =% e sin(0) = ¢ oY
J

Um esbogo da resposta em frequéncia do retentor de ordem zero ¢ ilustrado na
figura que se segue. Como se pode analisar da equagao {110}, a amplitude da
resposta em frequéncia sera sinusoidal amortecida (seno cardinal) e as
passagens por zero ocorrerao em multiplos inteiros de o, . A amplitude do
espectro depende do periodo de amostragem e a fase varia linearmente com a
frequéncia. No entanto como se pode ver na figura que se segue existem picos

indesejados em multiplos impares da frequéncia de Nyquist, i.e. (2p+1)cou/2,

p=12,-
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0.8
0.6
0.4
0.2

Magnitude (normalizada)

Fase (rad)

Frequéncia Normalizada w/w0

Fig 29. Resposta em frequéncia de um retentor de ordem zero (magnitude
normalizada)

Note-se ainda que, a frequéncia de Nyquist, a atenuagéo é aproximadamente
4dB e que o ganho em banda passante ndo é constante. Decorrente desta
ultima assiste-se a uma distorgdo do espectro do sinal aplicado a montante.
Adicionalmente, da expressao {110}, pode concluir-se que o desempenho do
zoh como extrapolador depende fortemente da frequéncia de amostragem. De

facto se o, > entdo H(jo)—>T o que significa que o sinal de saida pode

ser feito arbitrariamente proximo da entrada conquanto o periodo de

amostragem seja arbitrariamente pequeno.

Para concluir chama-se a atengdo que, se bem que outras estratégias de
reconstrucdo possam ser derivadas, como por exemplo os retentores de
primeira ordem (ver problema E21) o retentor de ordem zero é, de longe, o
mais utilizado e portanto ndo se aprofundara mais este assunto (de facto, um

conversor D/A integrado executa exactamente essa funcgao!)
2.1.4.3 Efeito da Dindmica do ZOH

A fungdo de transferéncia de um retentor de ordem zero &, como ja

demonstrado, igual a:

1 _ e—sT

G, (s)= (111)
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Recorrendo a esta expressdo vamos retirar duas ilagées importantes. Primeiro,

e atendendo ao teorema do valor final, vemos que:

) 1= 0
iy G ) =ty = ~( 2 (112)

S

Do que resulta uma indeterminacéo do tipo zero sobre zero. Recorrendo a
regra de I'Hopital vém que,
1_ —sT —sT

e
lim =lim7T =T
1 (113)

s—0 Ky s—0

Recordando o inicio deste capitulo viu-se que o processo de amostragem
possui, como efeito colateral, o escalonamento da amplitude do espectro por
um factor inversamente proporcional ao periodo de amostragem, i.e.

. 1 o
E (jo)=—FE(jo) para ——=2
(Jo) 7 (o) p :

o

<o< (114)

Deste modo, se um retentor de ordem zero for usado a montante do sistema a
controlar ndo € necessario ajustar o ganho do controlador (este conceito sera

objecto de revisdo mais a frente quando se falar na transformada em z).

Para analisar outro pormenor a respeito da fungdo de transferéncia de zoh

comeca-se por expandir G_,(s) em serie de Taylor em tornode 7'=0:

T —sT 4 LTV = LTV 4L (sTY =L (6T 4.
el =1 sT+2(ST) 6( T) +24(ST) 120( T) +
Substituindo na equacgao (109) vém que,

: 1

1_(1_ST+;(ST) 6(ST)3+;‘(ST)tl;O(ST)n...j

S

G, (s)=

Apés simplificagao fica:

1 1 2 1 3 1 4
6.0 =T{1-2 6 267y - L) + 7

Por outro lado é facil demonstrar que:
s> 1 1, v 1 s 1 4
T-e *=T|1-=sT+—(sT) ——(sT) +—(sT) —---
( 2 8( ) 48( ) 384( ) j

Desprezando os termos de ordem superior a um verifica-se que:

T
5=
2

G\ ()=T e (115)
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De facto, e como se pode ver na figura que se segue, a aproximagao € tanto

mais exacta quanto menor for o periodo de amostragem.

Erro Relativo/%

Fig 30. Erro relativo da aproximagéo G_,(s) ~ T2

Esta expressdo aproximada é bastante util no projecto de controladores
recorrendo a técnicas baseadas na resposta em frequéncia como € o caso dos
diagramas de Bode. Assim, em termos de diagramas de Bode, um retentor de

ordem zero contribui com um ganho igual a 20-log,,(7) e com uma fase que

decresce linearmente com a frequéncia com uma inclinagéo igual a metade do
periodo de amostragem (atraso puro no tempo). Quanto maior o periodo de
amostragem, maior € a inclinagdo da recta de fase e maior € a influéncia do
retentor na resposta em frequéncia. Isto porque um atraso numa malha de

controlo € sempre causa de instabilidade ou de redu¢ao no amortecimento.

[ nota] Como se vera mais a frente, o retentor de ordem zero contribui para a
destabilizagdo do sistema por diminuicdo da margem de fase. Essa
diminui¢ao sera tanto mais consideravel quanto maior for o periodo de
amostragem, i.e. menores frequéncias de amostragem. No entanto, e
atendendo a figura 30, para periodos de amostragem relativamente
elevados a aproximagao {115} apenas fornece resultados, também
eles, aproximados.

Quando o método de projecto recai em ferramentas baseadas no dominio do

tempo, como por exemplo o lugar das raizes, frequentemente um atraso puro
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no tempo de 7/2 segundos pode ser modelado, de forma muito rude, por um

sistema de primeira ordem do tipo,
2/T
s+2/T (116)

G, ()=T

Uma forma alternativa consiste em exprimir o atraso puro no tempo recorrendo
a aproximacao de Padé [6]. Esta estratégia consiste em encontrar um conjunto
de parametros de modo a minimizar o erro entre a expansao em seérie de
McLauren da exponencial e de uma funcao de transferéncia propria de ordem
arbitraria k. Mais concretamente, e para o caso da aproximagao de ordem um,
a estimacdo de Padé prende-se com a solugdo do seguinte problema de
minimizagao:

min(a):min{Y(eST")—Y[MJ} (117)

a,s+1
onde Y(-) se refere & expansdo em série de McLauren da fungdo em s

transportada como argumento. E de notar que a exponencial complexa é
analitica para qualquer valor finito de s, i.e. admite derivada de ordem n.
Deste modo, e dado que a expansdo em série de ambas as componentes
consiste na soma de um numero infinito de termos, a minimizagéo de {117}
envolve a solucdo de uma infinidade de equacdes com um numero finito de
incégnitas. Assim, por exemplo, para o caso da aproximagao de ordem um, a
solugédo do problema de minimizagcéo possui apenas trés graus de liberdade e

logo, a expansao em série de McLauren é feita apenas até a ordem trés.

Para o caso do retentor de ordem zero, a aproximacao de Padé de primeira
ordem é:
1-(T/4)s

Cas®) T (118)

Qualquer uma das aproximagdes anteriores do zoh pode ser usada de modo a
estimar o impacto negativo, na estabilidade do sistema, devido a amostragem.
A aproximagao {115} é especialmente apropriada para técnicas no dominio da

frequéncia e as equagdes {116} ou {118} para técnicas no dominio do tempo.

Na figura que se segue ilustra-se a qualidade da aproximacgao {115}.
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Fig 31. Resposta no tempo de um retentor de ordem zero e do seu modelo
aproximado para a analise de sistemas de controlo digitais no dominio da
frequéncia

2.2 A Transformada em Estrela e a Transformada Z

A operagao de um amostrador/retentor de ordem zero, ilustrada na figura que

se segue, pode ser analisada atendendo a forma de onda da figura 33.

T
B 7 B, e LM
e(t) e't) = m(t)

Fig 32. Diagrama de blocos de um amostrador / retentor de ordem zero

==

0 T 2T 3T 4T &T BT 7T 8T 9T 10T 11T 12T 13T 14T 15T 16T

Fig 33. Exemplo genérico de um sinal aplicado a montante do sistema da figura
32 e respectivo sinal de saida.

Observa-se, de facto, que m(t):e(t)L:kT e, entre instantes de amostragem, o

sinal reconstruido pode ser escrito como:
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+00

m(t) =Y e(kT)-{u(t —kT)—u(t — (k+DT)} (119)

k=0

Aplicando a transformada de Laplace vém que:

M(S) _ ie(kT){e—m e—(k+1)n }

k=0 § §

M(s)= i e(kT)-e™*" - {—1 e }

k=0 s

—Ts
factorizando =% vam que:
S
1_ e_n - —kTs
M(s)= -Ze(kT)-e (120)

k=0
Como se pode ver, o termo factorizado é independente do sinal de entrada e(r)

e corresponde a fungao de transferéncia de um elemento ja nosso conhecido: o

retentor de ordem zero.

Por outro lado, o factor

D e(kT)-e™

k=0
depende tanto do periodo de amostragem como do sinal de entrada e
representa, no dominio do tempo, uma soma ponderada de impulsos

deslocados no tempo, i.e. o produto do sinal de entrada e(t) por um trem de

impulsos periédico com periodo 7. Assim, este segundo factor representa a

acgao do amostrador ideal e define-se, como ja referenciado em §2.1.1, como

E'(s).

Decorrente do que foi acima dito, o sinal de saida de um amostrador ideal &

definido como o sinal cuja transformada de Laplace é:

+00

E'(s)=2 e(kT)-¢*" (121)

k=0

Se e(t) for descontinua em ¢ =kT entdo e(kT) é tomada em e(kT"), i.e. valor
que e(t) toma quando ¢ se aproxima de k7 por valores & direita. A E"(s) é

chamada de transformada em estrela de E(s).

Por outro lado, ainda que sem intencao explicita, a transformada em estrela foi
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ja definida na secgao §2.1.1 segundo uma perspectiva distinta. Demonstrou-se

entdo que uma definicdo alternativa para a transformada em estrela seria:
" . 1 +00 .
E'(jo)=— D E(j(0—kw,))
k=—o0
que no dominio de Laplace possui 0 seguinte aspecto:

E (s)= %;1 E(s — jko,) (122)

A partir desta expressao retira-se uma das primeiras propriedades da

transformada em estrela:

A transformada E"(s) é periodica em s com periodo jo, onde o, se

refere ao periodo de amostragem.

Esta conclusdo pode ser reforcada se se atender a que na secgéao §2.2.1 se
mostrou que E (jw) ndo é mais do que, a menos de um factor de escala, o

espectro do sinal E(jm) repetido de o, em o,.

Outra das propriedades fundamentais da transformada em estrela diz que:

Se E(s) possuir um pdlo em s=a entdo a sua transformada em

estrela possui um numero infinito de poélos localizados, segundo o

plano s, em s =a— jko, para qualquer k e 7.

E de notar que o mesmo ndo pode ser dito a respeito dos zeros. Assim, apesar
de verificarem a primeira propriedade, por norma os zeros nao sdo mapeados
no plano s da mesma forma que os polos como veremos mais adiante com um

exemplo.

Ainda no contexto desta ultima propriedade imagine-se um sistema de segunda
ordem com um par de polos complexos conjugados da forma
1

E(s)= ,VoeR",VoeR
(s+o—jo)(s+o+ jo)

Se w<®,/2 entdo os pdlos de E'(s) sG0 s=-c* j(o—kw,), VkeZ e 0 mapa

de pdlos possui o0 seguinte aspecto.
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Fig 34. Mapa de pdlos da transformada em estrela de um sistema de segunda
ordem sub-amortecido.

[ nota] Normalmente a faixa de frequéncias entre [—mo/z,mo/z] € designada

por faixa primaria e as restantes por faixas complementares.

A questao que agora se pde é:

Sera que, para um qualquer par distinto de pdélos de E(s), o0 mapa

de polos e zeros de E"(s) também é distinto?

De facto ndo! Se considerarmos, por exemplo, w=w,/4 entdo o mapa de

polos de E’(s) referente a esses polos é exactamente idéntico ao mapa de
polos e zeros que se obteria se w=3w,/4. De um modo geral pode dizer-se
que qualquer polo de E(s) localizado em s=-c+ j(o—kw,) resultara num

mapa de poélos de E"(s) idéntico. Esta afirmagéo pode ser observada na figura

que se segue.

Se considerarmos apenas a faixa primaria, e se aplicarmos a transformada
inversa de Laplace, observa-se que, enquanto o sinal referente ao plano s
mais a esquerda mantém a sua frequéncia ja o referente ao plano mais a
direita possuira uma frequéncia menor. O que acabou de ser dito remete-nos
ao problema da distor¢gdo de frequéncias por aliasing (ver seccao §2.1.2). De
facto, no segundo caso, os modos do sinal estdo acima da frequéncia de

amostragem. Assim, e eliminando as faixas secundarias, assiste-se ao
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surgimento de um sinal (ou sistema) com uma frequéncia (natural) menor do
que aquela do sistema ou sinal que Ihe deu origem antes da amostragem i.e. a

localizag&o dos pélos é distorcida.

4 Im{s} & Im{s}
Moo m e o+ My ){ ............ W+ gy
= CQO G 0:!0
AR -+ (_+)0 Homw e 2]
______________________________ o S N S -
2 : 2
Woe e o) Wooo o -0+ g
&5 - c5 -
Re{s) Refs)}
W e e e e —) Woe e e e e e e W — Wy
_______________________________ Do S S P o
2 2
W e e e e o — (_,)o Woee e e {1}
-G @ -G @
>:{ ............ - — (Mg ){ ............ - —

Fig 35. Mapa de poélos para o mesmo sistema continuo amostrado a taxas
distintas.

2.2.1 Avaliagdo, em Forma Fechada, de E'(s)

A forma apresentada anteriormente para a transformada em estrela (equacdes
{121} e {122}) possui uma aplicabilidade algébrica limitada, normalmente
restringida apenas a séries temporais. Uma forma alternativa para o calculo da
transformada em estrela de um sistema, no caso em que a fungcdo de

transferéncia em Laplace € dada, resulta da aplicacéo da seguinte relagao [13].

. 1
E@s)= Y Res{EO»)-W} (123)

nos polos
deE())

onde Res{-} se refere aos residuos da expressdo transportada como

argumento. O calculo dos residuos associados a cada um dos poélos segue

uma das seguintes possibilidades:

» Se o sistema possui um poélo simples em s =a entao,

Res {%}

l-e

E())
=)

A=a A=a
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» Se o sistema possui um polo multiplo em s=a de multiplicidade m

1 am’! n  E\) }
- A—a) ——
(m _ 1)' ( d}\’m—l |:( a) 1 _ e—T(S—M .

Nos casos em que a funcdo de transferéncia do sistema inclui um atraso

entao,

Res {%}

l-e

A=a

(avancgo) puro no tempo multiplo inteiro do periodo de amostragem, i.e. se,

E(s)=e"" - E\(s),VkeZ

entao,

E'(s)=e™ > Res {E'(x) . (1 _ Tl )1}

nos polos
deE'(\)

Uns paragrafos atras, quando se falou nas propriedades da transformada em
estrela, disse-se que os zeros da funcédo de transferéncia continua ndo eram
mapeados da mesma forma que os polos. Esta afirmagao pode ser validada
atendendo ao seguinte sistema de fase minima:

Ss+a

E()= s+b

pelo teorema dos residuos obtém-se:

Ata 1 |

E'(s)=A+b
(s) Atbl-e M|

0 que leva a que,
(a—b)

l_e—Ts .e—Tb

E'(s)=
O péblo de E"(s) esta localizado em:

—Ts s

l-e™e"=0=2e" =" =>5=-b
No entanto a fungédo exponencial complexa é periddica com periodo 2kn para

todo k €Z (basta analisar a formula de Euler!). Assim,

~Ts ~T(s+j2knT™") _eTb -0

l-e™e"=0=1-¢
como o, =2x/T
l_e—T(ijmo) . eTb — 0
de onde vém que s =-b— jkw,. Assim, como previamos, os polos no interior da
faixa primaria possuem a mesma localizagdo dos pélos de E(s). Por outro

lado, conquanto E(s) possua um zero finito, £”(s) ndo possui zeros finitos!
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2.2.2 TransformadaemZ

Como veremos mais a frente, a transformada em estrela é uma ferramenta util
na analise de sistemas de controlo discretos no tempo. Contudo, a fungao de
transferéncia de um sistema amostrado, e ao contrario dos sistemas continuos,
nao aparece como uma razao de polindbmios (note-se a exponencial complexa
no exemplo da secgao anterior). Mais ainda, e recordando o aspecto do mapa
de podlos e zeros de um sistema amostrado, verificamos que estes sdo em
numero infinito o que nao simplifica em nada o procedimento de analise do
sistema a partir da localizagdo das singularidades. Assim, uma estratégia

alternativa é apresentada.

Essa nova estratégia ndo € mais do que uma mudancga de variavel, i.e. em
E"(s) substitui-se ¢'” pela varidvel z. Com este procedimento consegue-se,

numa primeira analise, escrever a funcdo de transferéncia de um sistema
analogico amostrado como uma razdo de polinomios em :z. Esta
transformacdo é apropriadamente designada por transformacédo em :z e,
relativamente a transformada em estrela, pode ser descrita matematicamente

como:

E@)=E@)|_, (124)

Da mesma forma as equagdes {121} e {123} podem tomar um aspecto

alternativo em funcédo de z como se mostra subsequentemente.

E(z)= i e(kT)-z™* (transformada bilateral) (125)

k=—0

E(z)= Ze(kT)-z”‘ (transformada unilateral)
k=0

Ez= Y Res{E(k)~(1—z‘lem)_l}
T

(126)

A transformada em z, tendo sido derivada a partir da transformada de Laplace,
herda muitas das suas caracteristicas. Do mesmo modo que se definia um
conjunto de valores de s para os quais a transformada de Laplace existia

(regido de convergéncia), também na transformada em z a convergéncia &

assegurada se |E(z)| <=, i.e.,
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0

Z e(kT)z ™"

k=—0

£ =

<Y ek <o (127)
k=—0

O conjunto de valores de z para os quais a transformada converge é chamada
de regido de convergéncia. Como veremos mais adiante, graficamente, a
regido de convergéncia consiste num anel no plano z centrada na origem

cujos limites superior e inferior podem ser um circulo ou estender-se no infinito.

[ nota] A transformada de Laplace esta para os sistemas continuos no tempo

como a transformada em z esta para os discretos

A transformada em z, derivada da transformada de Laplace herda muitas das
suas propriedades. Em jeito de resumo apresenta-se, na caixa de texto
subsequente, algumas das propriedades da transformada z. Este assunto é

explorado minuciosamente em [12] e [14]

[ propriedades ]

Linearidade

z{a-e(kT)+b- f(kT)} =a-E(z)+b-F(z), Va,b
Deslocamento no Tempo
Z{e(kT—nT)~u(kT—nT)} =z"-E(2)
Teorema do Valor Final

Il(l_r)g e(kT) = lzi_r)rll(z -1)E(z)

2.2.3 Transformada Modificada de Z

Na seccao §2.2.1 quando se falou em sistemas com atrasos puros no tempo,
multiplos inteiros da frequéncia de amostragem, disse-se que estes admitem
representacao, em termos de transformada em estrela, igual a:
-1
E'(s)= et Res{E'(x)- {6 }
n; ( ) (128)

deE'(\)

onde FE'(s) se refere apenas a componente polinomial da fungdo de

transferéncia. Da mesma forma e atendendo ao que foi dito na sec¢éo §2.2.2, a

equacgao anterior passa a ter o seguinte aspecto no dominio z.
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E(z) =z ; Res{E'(x)-(l ™ )‘} (129

deE'(L)

No entanto como determinar a transformada em z de um sistema, cujo atraso
puro no tempo, ndo € multiplo inteiro do periodo de amostragem? Por exemplo

o sistema,

—1.2;
e s

()= s+1

amostrado a umataxa 7 =0.0137

Para analisar sistemas deste tipo € necessario a transformada z da fungao
atraso no tempo. Como ja se viu anteriormente, a transformada em estrela de

um sinal e(¢) consiste na transformada de Laplace do produto desse sinal por

uma sequéncia periddica de impulsos de periodo T, i.e.
E'(s)=L [e(t) > 8(t —kT)J
k=0

O atraso puro no tempo do sinal consiste no seu deslocamento no sentido

crescente do eixo do tempo. Deste modo, deslocando o sinal e(r) de uma

quantidade fraccional do periodo de amostragem digamos AT com
AT =(1-m)T com 0<m<1

a expressao anterior toma a seguinte forma:

E'(s)= L(e(r—(l—m)T)iS(t—kT )j (130)

k=0

Note-se que a amostragem nao é atrasada: apenas o sinal o é! Assim, dado
que a funcado passa a ser agora dependente de um parametro adicional (m ), a

equacao anterior é rescrita como:

E*(s,m)=£(e(t—(l—m)T)-§8(t—kT)j

k=0

Atendendo a que a transformada em estrela € idéntica a transformada em :z

para z=¢" entdo,
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Z:es‘T

E(z,m)=E(s,m)|_, = ﬁ(e(t —(1=m)T)- isa - kT)j
ou,

E(z,m)zﬁ(e(t—T+mT)-§8(t—kT)j

k=0
Dado que, como ja foi referido, os atrasos puros multiplos inteiros do periodo

de amostragem podem ser factorizados, a expressao anterior passa a ter o

seguinte aspecto,

E(z,m)= e_STﬁ(e(t +mT)- ifi(t —kT)j

k=0

i.e.,

E(z,m):z_lﬁ(e(t+mT)-§8(t—kT)j (131)

z=e'T

Sabe-se que a transformada de Laplace do produto de duas variaveis no tempo

€ dada pelo integral de convolugdo complexo.

[ nota ]
£ £
Considerando que x(t) X (s) e que y(t)==Y(s)
! o

x(@)-y(t) i)—‘mj]w X\)-Y(s=N)dA
21

G— joo

Este integral pode ser resolvido recorrendo a um teorema derivado da analise
complexa: o método dos residuos (0 mesmo método usado para derivar as
equacdes {123} e {126}).

[ nota ]
/£ £
Considerando que x(t)e X(s) e que y(t)=2Y(s)
c! !

G+ joo

L[x(t)- y(t)]zan. j X(\)-Y(s=Ndh= > Res{X(WY(s-L))

G- joo Nos pélos
de X (L)
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Assim, considerando que e(z) possui transformada de Laplace E(s) e que a

sequéncia de impulsos possui transformada de Laplace igual a :

0 +oo

As)=L {Z 5t - kT)} — [S8(—kT)-edi =3 e (unilateral) (132)

0 k=0 k

que, como A(s) € uma série geométrica de razdo e’ vém que,

1
M) =17 (133)

[ nota] Soma dos termos de uma progressao geomeétrica:
a b+l

k r —r
2=

b
o 1-r

Deste modo, e atendendo ao teorema dos residuos, a expressao {131} passa a

ter o seguinte aspecto:

E(z,m)=z"| > Res {em”EO») A(s - 70} (134)
nos polos
de E(1) ST

z=€

Substituindo A(s—2A) pela expressédo {133} avaliada em s=s—X, a expressao

anterior passa a ter a forma,

— m 1
E(z,m)=z" Z Res {e ”E(X)'W} (135)
ity -
ou seja,
| mTh . 1
E(z,m)=z ijl Res {e EQ) } (136)

de E(1)

Que denota a forma mais expedita de calculo da transformada modificada de z

a partir da transformada de Laplace do sinal ou sistema.

Uma forma alternativa de estabelecer a transformada modificada de :z

consiste, a partir da expressao {130}, verificar que,
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E*(s,m)zﬁ[e(t—(l—m)T)-if)(t—kT)]:E(ie(t—(l—m)T)ﬁ(t—kT)j

k=0

Atendendo a definicdo de impulso discreto a equagado anterior fica com o

seguinte aspecto:

E (s,m)= L’(ie(kT—(l—m)T)-S(t—kT)j = ie(kT—(l—m)T)-e’kTs

k=0 k=0

Para k=0 E'(s,m)=L{e(-1-m)T)3(t)}. Como (1-m)T & sempre positivo
vme[0,1] entdo —(1-m)T reflecte um valor negativo. Adicionalmente, como se

considera e(t) =0 para ¢t <0, a relagao anterior passa a ter a seguinte forma,

E"(s,m)= ie(kT —(1=m)T)-e*"

k=1

0 que leva a seguinte formulagéo para a transformada modificada de z:

+00

E(z,m)=> e(kT —(1-m)T)-z™* (137)

k=1

Esta parametrizagdo fornece uma alternativa a expressao {136} podendo ser

util nos casos em que o sinal é fornecido sob a forma de série temporal.

Por ultimo, e a titulo ilustrativo, considere-se o seguinte exemplo onde se

pretende obter a transformada modificada de z para o seguinte sistema,

—1.2;
e s

Els)= s+1

amostrado a uma taxa 7 =0.013. Este sistema pode ser rescrito como,

—T(k+A)s —T(k+1-m)s

E(s)= = , VkeZ" Yme[0,1]
s+1 s+1

Decorrente deste facto obtém-se que,

k=] 2|02
T

note-se mais uma vez que o operador U se refere a operagao de

arredondamento ao inteiro mais préximo por defeito. Decorrente do calculo de

k determina-se o valor de A da seguinte forma:
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12—kT

A ~0.308
0 que leva a que,
m=1-A=0.692

Logo a transformada modificada de E(s) é:

—(k+D)Ts mTs mTh
E(z,m)=z"Z, € |- MResd . 1_1 = ~ _091 z”
s+1 A+l 1-z"e" ], z-0.987

[ sugestdo] Execute o mesmo procedimento mas, desta vez, com 7 =0.2

Para concluir, e comparando as expressodes {126} e {136}, € possivel dizer que,
para o caso de sistemas com atrasos puros multiplos inteiros do periodo de
amostragem, ambas as transformadas estdo relacionadas pela seguinte

igualdade:

E(z):}nl%zE(z,m) (138)
Adicionalmente, e tal como para a transformada ordinaria, na versao
modificada os atrasos puros multiplos inteiros do periodo de amostragem

podem ser factorizados, i.e.

z,(e"E(s)) =22, (E(s)) (139)

Note-se também que as tabelas das transformadas de z nao podem ser
aplicadas a sua versdao modificada. Deste modo novas tabelas devem ser
derivadas (normalmente recorrendo a expressdo {136}). No anexo A4
apresentam-se alguns pares de transformadas para os sinais e sistemas mais

comuns.
2.2.4 Transformada Inversa de Z e Equacodes as Diferencgas

Por norma, um controlador digital € implementado, em termos conceptuais,
como um conjunto de equag¢des que operam, no tempo, sobre um dado sinal
(normalmente o erro). Mais concretamente, e no contexto desta disciplina, fala-
se de um microprocessador que executa operagdes algébricas entre um

conjunto de operandos de modo a determinar as necessidades de actuacéo.
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Por norma, numa base classica de sistemas de controlo do tipo SISO, os
operandos ndo sao mais do que amostras (presente e passadas) do sinal de

erro.

Tal como aconteceu para o projecto de controladores analdgicos, as
estratégias de projecto de controladores digitais assentardo também em
procedimentos no dominio da frequéncia, i.e. parte-se da transformada de
Laplace do sistema a controlar e, atendendo as caracteristicas de desempenho

acordadas, obtém-se a fungao de transferéncia em :z do controlador.

Como ja foi referido, normalmente a implementagcdo do controlador é no
dominio do tempo logo, para que o controlador seja exequivel, existe a
necessidade de converter o controlador do dominio da frequéncia digital para o
dominio do tempo. Este procedimento é realizado através da operagédo de
inversao da transformada :. A transformada que converte uma funcao de
transferéncia em : numa série ou sequéncia discreta € denominada por

transformada inversa de :.

Formalmente, a transformada inversa de z é descrita matematicamente por:
_ 1 k-1
e(kT) = 27-[] i’s E(Z)Z dZ (140)

onde (ch - é o integral de contorno tomado no sentido anti-horario da regido de

convergéncia de E(z) contendo a origem.

Existem diversas técnicas para a obtencdo da inversa de uma fungdo de
transferéncia em z. A maior parte contorna a solugéo do integral recorrendo a
tabelas e, se necessario, a um pré-arranjo da fungao original através da divisao

ascendente ou da expansao em fracg¢des racionais [10][13].

Uma estratégia alternativa baseia-se na avaliagdo do integral de contorno
recorrendo ao teorema dos residuos de Cauchy. Assim, a transformada inversa

de E(z) pode ser obtida atendendo a seguinte relagao [13]:

e(kT) = Z Res{E(z)-z"’l} (141

E(z)z"!
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Tal como para a transformada em estrela, a avaliacdo dos residuos depende

da multiplicidade dos polos.

= Se o sistema possui um podlo simples em z=a entao,

Res{E(z)z""} = (z—a)E(z)z""|

z=a

= Se o sistema possui um pdélo multiplo em z=a de multiplicidade m

entao,

Res {E(z)zk_l }Z:a = - 1_ DI (j;_ll [(z —a)"E(z)z"" }]

z=a

No contexto normal da engenharia de controlo, a fungcdo de transferencia
discreta € normalmente uma raz&o de polinomios em z da forma:

Y(z) b,z"+b, 2" +-+b,

G(Z) = - n n-l1
U(z) z'+4a,z" +--+a,

(142)

Tal como se viu anteriormente, de modo a garantir causalidade, é necessario
que o grau do polinébmio do denominador seja igual ou superior ao grau do

polindmio do numerador. Re-arranjando a expressao anterior tém-se que:

(1 +a, 2+ tayz” ) Y(2)= (bmzm_" +b, 2" et bz )U(z) (143)

Aplicando a transformada inversa (veja [ propriedades ] pag. 87) vém que:
Vk]+a, ylk=1]+-+alk—n]=

b ulk—m+n]+b, ulk—m+n+1]+---+bu[k—n] (144)

Este tipo de equagdes sdo designadas por equacgdes as diferengas e séo elas

que, efectivamente, definem as regras de controlo implementadas em

microprocessadores digitais.

[ nota] Na equagédo as diferengas a notagédo y[k] refere-se, na realidade, a
y(kT). A notagdo apresentada tem como base o precedente

introduzido por Oppenheim e Schaffer (1998) e pretende ser uma
versao mais compacta e menos ambigua para representar sequéncias

discretas. Assim pode dizer-se que:

Mk = y(kT) = y(t)| _,,
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[ nota ]
Em muitas publicagées de controlo € possivel detectar uma forma alternativa
de apresentacao de equacdes as diferengas. Essa forma alternativa € baseada
num operador designado por operador deslocamento. Esse deslocamento pode
ser no sentido de avango no tempo (forward shift operator) ou no sentido de
atraso (backward shift operator). O operador deslocamento é representado pela
letra ¢ e, quando aplicado a uma fungdo no tempo, executa a seguinte
operagao:

- g-e(kT)=e(kT +T) = e[k +1] (avango no tempo)

- g ' -e(kT)=e(kT —T) = e[k —1] (atraso no tempo)

De um modo genérico,

- q"-e(kT)=e(kT + pT)=¢elk+p], VpeZ

Por exemplo, considere uma funcao de transferéncia do tipo,

Y(z) b,z"+b, 2" +--+b, B(2)

= — = , VnmeZ,n>m,
U(z) z'4a,z" +--+a, A(z)

Dividindo ambos os termos por z" e considerando que o excesso de polos

sobre os zeros € d =n—m vém que:

Y(z) " +b """+t bz B z%4b, z " et bz B B'(2)

U(z)  l+a,_z ' ++az" l+a,z"'++az"  A(2)

onde A4'(z) e B'(z) se referem ao polindbmios reciprocos de A (z) e B'(z).

d

Factorizando z™“ verifica-se que a equacgao as diferencas poderia ser escrita

como:
A (q7)y(kT) = B (¢ u(kT —dT)
Note-se que z # ¢ dado que o primeiro € uma variavel complexa e o segundo €

um operador. No entanto, e até certo ponto, € possivel dizer que,

qp~e(kT):Z_l(sz(z)) se e(kT)éE(z)

2.3 Mapeamento Plano s — Plano z

Como ja se viu, existe uma relacédo estreita entre a variavel complexa z e a

variavel complexa s. Quando a amostragem por impulso € incorporada no

sistema de controlo essa relacao foi definida na secgao §2.2.2 como sendo,
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z=e (145)

No capitulo anterior recordou-se que, num sistema analogico LIT convencional,
a sua fungado de transferéncia consistia numa razdo de polindbmios em s.
Adicionalmente, a localizacdo dos podlos e zeros do sistema no plano s
definiam inequivocamente o seu comportamento dinamico. Num sistema
discreto no tempo também existe, como se viu da transformada em z, o
conceito de funcéo de transferéncia. A funcdo de transferéncia de um sistema
digital consiste numa razado de polindmios em poténcias de z. Também as
valores de z que anulam a fungao sdo chamados de zeros e os valores de z
que tornam a transmissao infinita sdo designados por polos. Tal como no seu
homdlogo continuo, o comportamento dindmico de um sistema discreto
também esta intimamente ligado a localizagdo dos polos e zeros num mapa

designado por plano z.

Sendo z uma variavel complexa faz todo o sentido que o plano que Ihe esteja
associado seja, tal como para s, o plano de Argand para numeros complexos.
Mais ainda, dada a existéncia de uma relagao entre as variaveis complexas s e
z parece Obvia a existéncia também de uma relagéo entre os planos. De facto
assim é. Durante esta seccdo observar-se-a a forma como o plano s é

transformado no plano z a partir da relagao {145}.

Como se sabe, a variavel s sendo complexa, possui uma parte real e uma
parte imaginaria normalmente descrita de forma genérica como:

S=0+jo (146)
Atendendo a equacao {145} é possivel dizer que,

(o+jo)T _ ecT joT

z=e€ - e

(147)

De onde se tira que o modulo de z é ¢°" e afase é ¢/°". Adicionalmente, dado
que a funcao exponencial complexa € periddica com periodo 2kn, VkeZ, a

relacdo seguinte também se verifica,

{0 2F
ecT 'e/T( T kj _ ecT .ejT(co-f-w{,k)’vk c7 (148)

2 =T .ej(mTﬁ-an)

Desta ultima relagdo verifica-se que singularidades no plano s, onde as
frequéncias diferem em multiplos inteiros da frequéncia de amostragem o,

sao mapeadas para a mesma localizagao no plano z.
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Comecemos por considerar o caso particular de singularidades analdgicas
localizadas na origem do plano de Laplace, i.e. para s=0. Neste caso é facil
verificar que, no plano discreto, o pélo ou zero estara localizado no ponto z=1.

Genericamente, e atendendo a expresséao {146}, qualquer pdlo localizado em,

s=0+j2§E:O+th VkelZ

0

Terda no plano z a localizagdgo z=1. Em termos graficos significa que
singularidades sobre os limites das faixas, delimitadas por multiplos inteiros da
frequéncia de amostragem, serdo mapeadas para o0 mesmo ponto no plano

discretoi.e. z=1.

Avaliando agora o mapa s ao longo do eixo jo ou seja, considerando a

hipotese de o ser identicamente zero, verifica-se que nestes casos a equagao
{147} fica reduzida a,
joT

z=e

(149)

Fazendo variar  de —®,/2 a »,/2 observa-se que z descreve, no plano de

Argand, uma circunferéncia de raio unitario. A avaliagdo de o fora do
intervalo especificado tem como efeito, devido a periodicidade da funcgao,

redundancia. Este resultado permite entdo concluir que o eixo jo do plano de

Laplace € mapeado numa circunferéncia de raio unitario no mapa z.

sugestao Xecute O seguinte codigo no IvialLa e lente ver o que se passa
[ tao] Execut inte codi MatLab® e tent

para valores de alfa fora do intervalo especificado. (note que se

w=awm,/2 com ae[-1,1] entdo z=e"")

» alfa=-1:0.01:1;
» z=exp (j*alfa*pi);
» plot (real (z),imag(z))

» axis square

Por outro lado, no plano s, o semi-plano direito € todo o plano definido pela

condigao Re{s} <0 ou seja na equagao {147} sigma deve ser negativo. Neste

contexto, o contradominio da fungdo exponencial negativa apenas apresenta

valores entre ]O,l[. logo a equagdo anterior pode ser analisada da seguinte

forma,

J.P. COELHO 101




CONTROLO DIGITAL

0<|z|<1=0<z<e™” (150)
Considerando a forma polar de um numero complexo, a condicdo anterior
define que qualquer numero complexo com parte real negativa é transformado
num numero complexo cujo modulo € sempre positivo e inferior a unidade.
Assim, poélos ou zeros que estejam localizados no semi-plano esquerdo no
mapa s sao mapeados, no plano z, para a regidao do espago limitada
superiormente por uma circunferéncia de raio unitario. Em suma, o semi-plano
esquerdo do plano de Laplace é transformado no interior da circunferéncia de

raio unitario.

Sem mais delongas, € facil verificar que os pontos do plano s ainda né&o
analisados conduzem, apos a transformacao nao-linear {147}, a todo o ponto
no espaco z limitado inferiormente pela circunferéncia de raio unitario, i.e. se
sigma é positivo 0 modulo de z estara compreendido entre a unidade e o
infinito. Resumindo, o semi-plano direito do plano s € transformado no plano
que consiste em todos os pontos exteriores a circunferéncia de raio unitario. A
figura que se segue ilustra graficamente todas as situagdes consideradas nos

paragrafos anteriores.

& Im{s} A Im{z}

m+ Mg

TTRm 4+ Mg

Y

+1
0 / Re{Z}
1

Y4000 0a0a000as -0 — (g

Fig 36. Mapeamento do plano s para o plano z: (a) o eixo imaginario é
transformado numa circunferéncia de raio unitario (b) o semi-plano
esquerdo é convertido no interior da circunferéncia unitaria (c) o semi-
plano direito passa a ser o plano limitado inferiormente pela
circunferéncia (d) singularidades na origem passam a estar no ponto z=1.

Um ultimo reparo diz respeito ao facto de, num sistema amostrado, a sua
transformada de Laplace conduzir a um namero infinito de pélos. Esta situagao

seria irrepresentavel no plano s contudo, no plano z, as faixas
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complementares do plano de Laplace sdo mapeadas para a mesma localizacao
espacial da faixa primaria o que leva a que apenas um numero finito de pélos

em z seja representado.
2.3.1 Resposta em Frequéncia de Sistemas Discretos

Num sistema analdgico, a resposta em frequéncia consiste na avaliagéo, para
um determinado intervalo de frequéncias, do comportamento do sistema face a
sinais de excitagcao puros, i.e. com apenas uma componente em frequéncia. No
caso de existir um modelo matematico do sistema, essa avaliagdo pode ser
feita a partir da transformada de Laplace avaliando-a para os casos em que

sigma é identicamente nulo, i.e. para s = jo.

O mesmo conceito pode ser extrapolado para sistemas expressos no dominio
z . Com efeito, dado que para a amostragem por impulso,

z=e
a avaliacdo da resposta em frequéncia para um sistema discreto consiste na
avaliagao da variavel complexa z para os casos em que s = jo, Vo, i.e.
z=e"

Deste modo, um sistema discreto no tempo com fungao de transferéncia G(z)
possui resposta em frequéncia G(ef‘”).
Como ja foi referido na secgéo §2.1.1, e pode ser observado na equacgao {93},

ao produto da frequéncia ® pelo periodo de amostragem 7' é dado o nome de

frequéncia digital ®,. Assim, a resposta em frequéncia consiste na avaliagdo

da transformada de Fouirier,
G(e™)=G(z)

para uma gama de frequéncias entre [O,n]. Adicionalmente, e dado que para

‘z‘:lemd =0T

sigma igual a zero o modulo de z é unitario, geometricamente a avaliagédo da

resposta em frequéncia é feita sobre a circunferéncia de raio unitario.

[ nota] No caso do sistema admitir representagao em Fourier, a transformada

em z ¢é equivalente a transformada de Fourier quando |z|=1, i.e.

z=¢'" se |z|:l.
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[nota] Para um sistema ou sequéncia discreta admitir transformada de
Fourier, geometricamente, € necessario que a regiao de convergéncia
da transformada z inclua a circunferéncia unitaria. Como se sabe, a
regidao de convergéncia (RdC) é todo o valor da variavel complexa z
que torna a transformada (leia-se série) convergente. Esta descreve,
no mapa discreto, planos limitados superior e/ou inferiormente por
circunferéncias concéntricas com a origem. Para os casos que nos
dizem respeito, i.e. sistemas expressos por razdes de polindbmios em
z, a RdC nunca inclui os pdlos da transformada. Adicionalmente, para
sistemas causais, a RdC é sempre o plano limitado inferiormente por

uma circunferéncia.

2.3.1.1 Avaliacao Geométrica da Resposta em Frequéncia

Considere a figura que se segue onde, no plano z, se representa um ponto

Jo,

arico z =e’™ O, =0 .
enerico -com d

a

Im({z)

®=m5+2kT (k=0,1,2,.)

®="7,37,61,

- =0,27.47,-
Re(z)

Jog

Fig 37. Avaliagao geométrica da localizagdo de um ponto z=¢
frequéncia digital.

em funcgdo da

Graficamente observa-se que, a frequéncia ®, =0, z refere-se ao ponto
(1, jO). Aumentando a frequéncia verifica-se que o ponto se move no sentido
anti-horario em torno do circulo unitario. A frequéncia o, =7 (i.e. para o igual
a metade da frequéncia de amostragem) z refere-se ao ponto (—l,jO). Para
®, =21 0 ponto z localiza-se novamente em (1,]'0). Adicionalmente, verifica-

se que esta situagao se repete em multiplos inteiros de 2n. Este fenémeno é,

como se sabe, uma consequéncia da amostragem.
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Devido a relacao entre as transformadas de z e de Fourier, a partir do mapa
de polos e zeros é possivel avaliar, pelo plano z, a magnitude e a fase da
transformada de Fourier, i.e. a resposta em frequéncia do sistema. Assim,
considere-se um sistema discreto no tempo e causal com funcdo de
transferéncia parametrizada da seguinte forma,

ﬁ(z—m)

G(z)=——,Vn,meZen>m

H(Z_p[)

i=1

Atendendo a que (z—p,) e (z—w,) s&o vectores no plano z, a transformada
de Fourier pode ser avaliada da seguinte forma:

= A magnitude da transformada de Fourier € igual ao produto de todos os

vectores zero dividido pelo produto de todos os vectores polo:

m

g
[Tl -,

‘G(ejm(/ )‘ — i:l

J

i=1

= A fase é igual a soma das fases de todos os vectores zero menos a
soma das fases de todos os vectores polo (nota: os angulos sao

tomados em referéncia ao eixo real positivo).

XG(e’) =i<):(ej°’”’ —wl.)—ié:(ejmd —pi)
i=1 i=1

i Imiz)

05 05 Re(2)

Fig 38. Vectores pdlo e zero para uma frequéncia genérica o,

A titulo ilustrativo considere-se o seguinte sistema causal definido em z por;
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z—0.5

G(z) =
(@) z+0.5

Esta funcao de transferéncia possui um zero em z=0.5 e um polo em z=-0.5.
Para uma frequéncia genérica ®, podemos tragar os vectores polo e zero

ilustrados na figura 38:

Para valores concretos de ®, (rad/amostra) temos:

o, | || ¥ <p w0 Gt «Ge™)
0 1.5 0.5 0 0 1/3 0

TE/2 \/3/2 \/3/2 1.1071 2.0345 1 0.9274
T 0.5 1.5 T T 3 0

Tabela 4. Avaliagao da resposta do sistema G(z) para alguns valores de frequéncia

Avaliando para um conjunto mais vasto de valores obtém-se o seguinte

aspecto para o médulo e a fase da transformada de Fourier:

0 05 1 15 2 25 3

<G(e™¥frad

0 05 9 15 2 25 3
' d}rad

Fig 39. Resposta em frequéncia do sistema G(z) (apenas as frequéncia de 0 a pi
sdo ilustradas dado que para valores de pi a 2pi obtém-se a imagem
reflectida [no caso de sistemas sem pélos complexos desemparelhados]).

Para concluir deixam-se aqui algumas consideragdes a respeito da correlagao

entre a localizagao das singularidades e a resposta em frequéncia:

= Os polos quando colocados perto do circulo unitario produzem picos
bem definidos na resposta para as frequéncias angulares

correspondentes.
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= Zeros colocados sobre a circunferéncia unitaria tém o efeito de produzir

uma resposta nula para as frequéncias angulares correspondentes.
2.3.1.2 Estabilidade de Sistemas Discretos

No primeiro capitulo viu-se que, para um sistema linear, invariante no tempo e
causal ser estavel era necessario que os polos possuissem parte real negativa.
No caso de sistemas discretos é facil ver que, da discusséo ja levada a cabo, a
condicdo de estabilidade remete os podlos para o interior da circunferéncia

unitaria.

Alternativamente, como se sabe, para que um sistema admita transformada de
Fourier este deve ser estavel. Para o caso dos sistemas discretos essa
condigdo obriga que a RdC da transformada z inclua, geometricamente, a
circunferéncia de raio unitario. Esse enclausuramento pode ser realizado de
duas formas distintas mediante a causalidade, ou ndo, do sistema. No entanto,
para um sistema causal, a RdC é o exterior de um circulo e, dado que esta
nunca inclui pélos, a unica possibilidade para que as condi¢cdes de causalidade
e existéncia de transformada de Fourier se verifiquem simultaneamente é a de
que os polos do sistema estejam, sem excepgdes, no interior da circunferéncia
de raio unitario. Este facto pode ser ilustrado atendendo ao seguinte exemplo:
Considere-se dois sistemas discretos, causais, de primeira ordem com pélos
emz=09e z=1.02:
G (2)= #
z—-0.9

1

“=""Tm

E facil ver que, geometricamente, o primeiro pélo se encontra no interior da
circunferéncia unitaria e o segundo fora dela. Aplicando a transformada inversa

de z obtém-se as seguintes respostas impulsionais:
h[k]1=(0.9)" u[k]
h[k]=(1.02) ulk]

Na figura que se segue ilustram-se as duas respostas para as primeiras trinta

amostras.
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Fig 40. Resposta impulsional do sistema G,(z) e G,(z)

Como se pode suspeitar, a resposta impulsional 4,[k] ndo é absolutamente
somavel. Basta ver que a soma dos » termos de h,[k] conduzem a uma série

geomeétrica de razao superior a unidade logo divergente. Assim sendo, verifica-
se que, no plano z, pdlos cujo mdédulo seja inferior a unidade contribuem, para
a resposta transitéria, com termos que decaem para zero com o tempo. Pelo
contrario, polos com modulos superiores a unidade conduzem a termos

transitorios que aumentam de amplitude exponencialmente no tempo.

O que aconteceria se em vez de localizados na parte real positiva do
plano z o0s polos estivessem localizados na parte reciproca do

mapa?

Em termos de estabilidade nada muda. Apenas a forma como a parte
transitéria evolui € que € alterada. Assim considere-se a resposta impulsional

dos dois sistemas anteriores mas agora com polosem z=-0.9 e z=-1.02
k)= (-0.9)" ulk]
h[k]=(=1.02) ulk]

As duas respostas impulsionais possuem, para as primeiras trinta amostras, o

seguinte aspecto,
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Fig 41. Resposta impulsional para os sistemas com poélos negativos.

Da comparacéo da figura anterior com a figura 40 conclui-se que ambos os
sistemas tendem para os mesmos valores. Contudo, a forma como o fazem é
distinta. Neste segundo caso o sistema aparenta exibir uma oscilagdo como
acontece num sistema sub-amortecido. De facto, este fendbmeno poderia ser

antecipado dado que a resposta impulsional de ambos os sistemas possuem
um termo do tipo (-1)" que é alternadamente positivo ou negativo dependendo

da paridade do expoente. Assim, e ao contrario dos sistemas analdgicos,
sistemas discretos s6 com um pdélo podem oscilar. Devido a esse efeito, aos

polos com parte real negativa € dado o nome de "ringing poles".
2.3.2 Discretizacao de Funcgoes de Transferéncia Continuas

Toda a teoria derivada até ao momento para sinais discretos esteve baseada
no conceito ilustrado pela figura 17. Ou seja, um sinal discreto consiste numa
sequéncia de valores da amplitude do sinal continuo tomados com regularidade
em intervalos especificos de tempo. Deste modo, a sequéncia discreta pode
ser vista como uma soma de impulsos discretos ponderados e deslocados no
tempo. A aplicagdo da transformada de Laplace a essa sequéncia, e posterior

mudanca de variavel, conduziu ao conceito da transformada z:

+00

L(e(kT))=E"(s)=E(2)|_, =Y ekT)-z7* = Z(E(s)) (151)

k=0
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O que aconteceria se a sequéncia e(kT) fosse obtida por
amostragem da resposta de um sistema analégico a um dado sinal
de excitagdo? Qual a relagdo entre a fungédo de transferéncia do

sistema analbgico e a transformada em z da sequéncia?

Para responder a estas questdes considere-se a seguinte figura:

U(s) E(s) » Efs)

— G(s)

Fig 42. Fungao de transferéncia de um sistema com amostrador
Como se sabe, a fungao de transferéncia do sistema fisico que origina, a partir
de um dado sinal de excitagdo u(z), o sinal e(¢) é,

%W(s):ms):as)-ws)

Por outro lado, a transformada em estrela do sinal de saida (leia-se

transformada de Laplace da sequéncia discreta) é,
E'(s)=[E)] =[G(s)-Us)]
ou seja, para z=¢"",

E(z)= Z[E(s)] = 2[G(s)-U(5)] (152)

No entanto, a fungao de transferéncia G(z) é definida como sendo,

E
G(z) Zﬁ (153)

onde,

U(z) = Z[U(s)]

Substituindo {152} em {153} obtém-se a relagao entre a transformada em z do
sistema e a respectiva transformada de Laplace:

Z|G(s)-U
G(z)z% (154)

Assim, e ao contrario do que poderia ser presumido, G(z) # Z[G(s)]. De facto o

que a expressao anterior nos diz € que a transformada em z de um sistema
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analégico depende do sinal de excitagdo. No entanto a fungéo de transferéncia
deveria ser independente do perfil do sinal de entrada. De facto assim €, no
entanto com esta estratégia o que se estd a tentar mapear para z nao é a
dindmica do sistema mas sim a sua resposta temporal, i.e. pretende-se
determinar uma fungcdo em :z para o sistema a partir das observagdes
entrada/saida dos sinais continuos em instantes discretos (um pouco como em

procedimentos de identificacdo de sistemas!). A transformada G(z)

determinada serve como objectivo a preservacao da relagdo entrada/saida do

sistema analdgico (pelo menos nos instantes de amostragem).

[ nota ]
Tenha em atenc&o que Z[G(s)U(s)] por norma é diferente de G(z)-U(z). De

facto, considerando, por exemplo,

G(s)=U(s)= % obtém-se

G(z)=U(z2)= ﬁ logo,

2
z

G2)-U(iz)=————
(2)-U@) z2—2z+1
No entanto,

Z[G(s)-U(s)] = Z[%} =7

z
s 22 -2z+1

Assim, para este exemplo em concreto, a transformada em :z do produto
apenas é igual ao produto das transformadas z para o caso particular do

periodo de amostragem ser unitario.

Por exemplo, para o caso particular de uma entrada em impulso, a equacao

{154} toma a seguinte forma:
G(z2)=Z[G(s)] (155)
O que significa que a transformada em z da transformada de Laplace de um

sistema analdgico apenas preserva a resposta impulsional. De facto observe-

se a seguinte figura onde se mostra a resposta de:

1 z
G(S)Zm e G(s)= —, I'=0.2 (156)

z—e

a dois sinais distintos: um impulso e um degrau unitario.
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Fig 43. Resposta impulsional e resposta ao degrau de um sistema analégico e do
seu modelo em z tomado de Z[G(s)]. Repare-se na exactiddao do ajuste

das amostras nos instantes de amostragem para a resposta impulsional.
Compare agora com a resposta ao degrau (figura em baixo).

Se o objectivo fosse garantir justeza das amostras a resposta a degrau a

transformada em z deveria ser:

Z[G(s)-s™ —e’
G(z)=%=(l—zl)2[6(s)-s‘]=1 — (157)

z—e

o resultado encontra-se ilustrado na figura subsequente.

| =—Gs)
o9k O Giz) |

0.8+
0.7
06

05F

Amplitude

03F
0.2

0 Hf

tempols

Fig 44. Resposta ao degrau do sistema da equagao {157}
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Observando atentamente a equagéao {157} observa-se que a transformada em

z do sistema G(s) é tomada como se o sistema continuo estivesse em série

com um retentor de ordem zero!

O efeito da discretizacdo da fungcao de transferéncia continua pode ser visto

também no dominio da frequéncia. Assim, considere a seguinte figura:

40

Phase (deg); Magnitude (dB)

-200 T ——e

Frequency (rad/sec)

Fig 45. Resposta em frequéncia para trés casos distintos: sistema analégico, sua
transformada em z e sistema discreto obtido a partir da transformada em z
da cascata sistema e retentor de ordem zero.

Como seria de suspeitar, a resposta em frequéncia do sistema discreto
(avaliada até a frequéncia de Nyquist) ndo coincide exactamente com a
resposta em frequéncia do sistema continuo. Dependendo do sinal de
excitacdo a preservar obtém-se diferentes fungdes de transferéncia e logo

diversos perfis de resposta em frequéncia.

Uma alternativa a forma de discretizar a fungao de transferéncia continua a
partir da observagao de sinais consiste na transformacdo directa desta
recorrendo a uma qualquer lei de mapeamento s — z. Note-se que a relagao

entre as duas variaveis ja foi estabelecida como sendo,

z=e (158)
i.e.
1
s=—ln(z) (159)
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No entanto esta lei de transformacédo ndo é conveniente dado que converte
uma razao de polindmios em s numa razdo da soma de fungdes nao-lineares
em z. Assim, diversos métodos foram propostos de modo a contornar este
problema [7]. A diversidade de métodos existentes € um indicador da ineficacia
de um deles cumprir todos os requisitos exigidos a uma estratégia de
mapeamento. Como veremos a seguir cada método possui vantagens e
desvantagens que devem ser consideradas para a discretizacdo de um

controlador.
2.3.2.1 Euler Forward e Backward

Como ja se disse, a aplicagao directa da transformacao {159} néo é exequivel
dado que esta transforma uma fracgéo racional linear em s numa fracgéo nao-
linear em z. De modo a contornar este problema, uma possibilidade consiste
em aproximar {159} a um polinémio em z. O método mais simples de o fazer
consiste na expansao, em série de Taylor, em torno de z=1 (dado que se
pretende uma boa coincidéncia de ambas as fung¢des as baixas frequéncias!).

Neste contexto, a expressao {159} passa a ter o seguinte aspecto,

(z-1)
AL (160)

1

s=In(z) :

+_
1z

1
PR ) p—
( )TZ2

z=1 z=1 z=1
A funcao logaritmica admite um numero infinito de derivadas logo a expressao
anterior deve ser truncada em dado ponto. Uma das estratégias consiste em
desprezar todos os termos de ordem superior a unidade. Assim sendo, a
expressao anterior fica reduzida a,

s :%ln(z) +é

) (z—1) (161)

z=1 z=

0 que leva a seguinte relagcéo entre s e z,

z—1

T (162)

S =

O que é que esta aproximagéo significa na realidade e até que ponto
é vélida?
Para responder a primeira parte da questdo considere-se um sistema continuo
no tempo regido pela seguinte equacao diferencial:

d
>;(;c) = (1) (163)
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com condi¢des iniciais nulas. Aplicando a transformada de Laplace, a

expressao passa a ter o seguinte aspecto:
SX(S)=Y(S) (164)
onde X(s)=L{x(r)} e Y(s)=L{y(r)}. Discretizando agora o sistema recorrendo

a relacéo {158} passa-se a ter,

(=-1)

X)) =Y () (165)
Aplicando agora a transformada inversa obtém-se a seguinte equagido as
diferencas,

x[k+1]1-x[k]

- = ylk] (166)

Comparando a expressao {164} com a equacdo {165} verifica-se que a
aproximagao {162} é equivalente a aproximagado da primeira derivada pela
primeira diferenca, i.e. a derivada é tomada como a diferengca entre as

amostras do sinal x(r) em ¢=(k+1)T e t=kT dividida pelo periodo de

amostragem (note-se o caracter nao-causal da expressao {166}). Como o
calculo da aproximagao da derivada requer o valor do sinal uma amostra a
frente do instante presente este método de aproximagdo € designado

frequentemente por "Euler Forward".

A segunda parte da questado levantada assenta na analise da qualidade da
aproximacao {162}. Como se viu, esta foi desenvolvida para pontos em torno
das baixas frequéncias e tomando apenas a aproximag¢ao a um polinédmio de
primeiro grau. Comecemos por analisar a forma como o plano s € mapeado no
plano z segundo esta estratégia de descretizagdo. Assim, resolvendo a

expressao {158} em ordem a z obtém-se

z=sT+1 (167)
Atendendo a que s=oc+ jo tem-se,

Z=(GT+1)+j(,0T (168)
Para o =0 verifica-se que o eixo imaginario puro € mapeado, no dominio z,

numa recta vertical que passa pelo ponto z=1. Por outro lado, o semi-plano,

em Laplace, a esquerda de zero é transformado num semi-plano a esquerda de

J.P. COELHO 115



CONTROLO DIGITAL

z=1. Para podlos analdgicos localizados no semi-plano direito verifica-se que,

no plano digital, estes sdo transformados em pdlos a direita da recta vertical

que passa no ponto z=1. A figura que se segue pretende ilustrar estas

consideragdes.

A Im{s} A Im{Z}

} EEE T W v |---X

+1

7~

x.---- e

Hommmmm o - ceo

Fig 46. Mapeamento plano s para plano :z recorrendo a transformagao "Euler
Forward".

Da observacgao da figura anterior conclui-se que:

O semi-plano esquerdo em s nao é mapeado no interior de uma

circunferéncia de raio unitario no plano z (se bem que esta a inclua);

Sistemas analdgicos estaveis podem fornecer sistemas digitais
instaveis. De facto, e dependendo do periodo de amostragem, polos no
semi-plano esquerdo em s podem reflectir-se em podlos fora da

circunferéncia unitaria em z.

O contorno de frequéncia no plano z nao segue a circunferéncia de raio
unitario. Em vez disso segue uma recta vertical que passa no ponto z =1
(note-se no entanto que, em torno desse ponto, a resposta em
frequéncia € muito préxima como se obrigou na expansao em série de

Taylor!).

Decorrente destas conclusdes € possivel afirmar que, a ndo ser que elevadas

frequéncias de amostragem sejam utilizadas, este mapeamento € indesejavel.

Uma alternativa prende-se com a forma como a derivada é calculada

numericamente. Para o caso ja revisto, a derivada num dado ponto era

determinada usando a informagdo associada a esse ponto e a informacéao

associada ao instante imediatamente a seguir. No entanto a derivada também
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pode ser aproximada usando a informacao presente e a passada como se
mostra na equacao subsequente,

K- [k -
R (169)

A este método numérico de aproximag¢ao da operacado de derivacado é dado o

nome de "Euler Backward".

Decorrente desta técnica, conclui-se que o mapeamento efectuado deve seguir

a seguinte lei:

-z z-1 . , .
s= = (note-se o polo na origem a atrasar o sinal) (170)
T zT

Para analisar a forma como o plano s & mapeado no plano z resolve-se a
expressao anterior em ordem a z e obtém-se

1
Z:1—ST (171)

Atendendo a que s=oc+ jo tem-se,

1

(1-oT)- joT (172)
Para =0,
o] =l(1_]°°T)Jf(1+J°°T)=l(1+MJ=l+lem (173)
1-joT 2 1-joT 2 l-joT') 2 2
onde,
@=tan"' ((;)T)+tan"1 (a)T) =2-tan"' (wT) (174)

Na expressdao {173} a exponencial complexa traduz, no plano z, uma
circunferéncia de raio 1/2 e o "offset" reflecte um deslocamento do centro da
circunferéncia no sentido positivo do eixo real de uma quantidade igual a 1/2. E

facil verificar que a regiao de estabilidade do plano de Laplace é transformado
no interior dessa circunferéncia e, por conseguinte, o semi-plano direito do

mapa s € todo o plano exterior a essa mesma circunferéncia.

Tal como se fez anteriormente para o método de discretizagdo conhecido por

"Euler Forward", apresenta-se de seguida uma figura que pretende ilustrar,
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geometricamente, a relagcdo entre os planos s e z para o método "Euler

Backward".
A Im{s} A Im{z}

Wommmmmmmm g i)

+1

+1

W---- - - -

Fig 47. Mapeamento plano s para plano z recorrendo a transformacgao "Euler
Backward".

Da observacgao da figura anterior conclui-se que:

= Tal como no caso anterior, o semi-plano esquerdo em s ndo € mapeado
exactamente no interior de uma circunferéncia de raio unitario no plano

z (se bem que esta a inclua);

» E possivel a estabilizacdo de sistemas analdgicos instaveis apds o

processo de discretizagao.

= O contorno de frequéncia no plano z também ndo segue a
circunferéncia de raio unitario. Mais ainda, verifica-se uma degradacéao

da frequéncia de amostragem para pontos afastados de z=1.

Para concluir, deixa-se aqui a adverténcia de que, frequentemente, se
pretende, apds o processo de discretizacdo de uma funcao de transferéncia
analdgica, manter a resposta em frequéncia original. Assim, se bem que as
duas técnicas apresentadas sejam facilmente aplicadas, ndo preservam a
resposta impulsional e distorcem seriamente a resposta em frequéncia (pelo
menos para frequéncias de amostragem relativamente baixas ou para

frequéncias digitais longe de , =0 [ponto z =1])

Deste modo, na secgao que se segue apresenta-se uma técnica alternativa,

também ela derivada de uma aproximagao polinomial a expressao {159} mas
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com a vantagem de mapear a regido a esquerda do eixo jo do plano s para o

interior da circunferéncia de raio unitario no plano z
2.3.2.2 Transformacgao Bilinear ou de "Tustin".

A forma mais comum de discretizacao de fungdes de transferéncia analdgicas
consiste na substituicdo directa, na funcdo de transferéncia continua, da
variavel complexa s por uma aproximagao de Padé de primeira ordem da
expressao {159} em torno de z=1. Esta técnica é designada por transformacéao
bilinear (em processamento de sinal) ou de Tustin (normalmente no contexto

do controlo de sistemas).

Através do resultado obtido na secgédo §2.1.4.3 (equagdo {118}) € possivel
extrapolar para o caso em que se pretende aproximar a equacgao {158} pela
razao de dois polindmios. Assim sendo, e resolvendo em ordem a s, é facil
verificar que a relacéo entre as variaveis complexas s e z sera;

B 2 z-1
TTr 4 (175)

[nota] A expressdo anterior também poderia ser obtida aplicando a

aproximacgao trapezoidal como método numérico de integracao [4][13].

Exprimindo a equagéao {171} em fungéo de z obtém-se;

_ 2+sT
z= 2T (176)
atendendo que s=c6+ jo,
(2+0T)+ joT
z =
(2-0T)- joT (177)

Avaliando {177} ao longo do eixo jo,

2+ joT
T jer (178)
que na forma polar possui 0 seguinte aspecto:
z=¢" onde o, =2-tan”' (%Tj (179)

Graficamente a equacao anterior representa, no plano complexo, uma

circunferéncia de raio unitario. Mais ainda, se o <0 é facil ver que o médulo do
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numerador da expressao {177} é inferior ao médulo do denominador o que leva
a que o modulo da aproximagao seja inferior a unidade. Assim, todo o semi-
plano esquerdo do dominio de Laplace é transformado no interior da
circunferéncia de raio unitario. De forma semelhante, para >0, esta
estratégia de mapeamento resulta no conversao do semi-plano direito no plano
definido pelo exterior da circunferéncia de raio unitario. Decorrente disto, um
sistema analdgico estavel possui, ho seu equivalente discreto, um filtro estavel.
No entanto esta transformagdo conduz a um problema de deslizamento da
frequéncia, i.e. a relagao entre a frequéncia analdgica e a frequéncia digital ndo

é linear. Mais concretamente,

©= T a > (180)
Esta ultima expresséo estabelece a relacido entre a frequéncia no plano s e a

frequéncia digital no plano z.

[ demonstragao ]

Partindo de
21-z"

§=—
T1l+z"!

e avaliando z sobre o circulo unitério, i.e. z=¢’", obtém-se

o 21=e" . e :
Jjo :Fm que apos factorizagao fica com o seguinte aspecto,
+e
il e oL
e 2"
Jo=
® J

. T X
il ™2
EME (-3 . (T
2j sin| —
2 . 2 ) 2. (@ )
JO= T =—j——<x=—jtan| —
el | e 2 4e e
e 22 7
2
e finalmente ngtan 'l
T 2
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[ demonstragao alternativa ]

A partir da expressao {179} e resolvendo em ordem a .

Esta distor¢gdo de frequéncia é tanto mais negligenciavel quanto maior for a

frequéncia de amostragem. De facto, observe-se a seguinte figura:

4 T ] T T T T
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Fig 48. Distor¢cao da frequéncia decorrente da transformagao bilinear. Em baixo, a
direita, pormenor do grafico do erro relativo.

Como se pode ver, seleccionando uma frequéncia de amostragem
suficientemente elevada, o efeito de distorcdo € minimizado. Concretamente,
para frequéncias de amostragem superior a vinte vezes a largura de banda do

sistema limita-se a distor¢ao a valores inferiores a 1%
2.3.2.3 Mapeamento Polo-Zero

Outro método que se apresenta para converter uma funcao de transferéncia do
dominio de Laplace para o dominio z tém por base a relagao entre os planos
s e z, i.e. assenta na propriedade de que um polo ou zero em s=a €
convertido num polo ou zero em z=¢“" . Assim, conhecendo a localizagéo das
singularidades da funcédo de transferéncia analdgica, é possivel determinar

uma funcado de transferéncia discreta de tal modo que os seus polos e zeros
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sejam os polos e zeros da fungdo de transferéncia original transformados pela
relacdo {158}. Esta técnica é de facil aplicagdo e manipulagdo algébrica
podendo ser sumariada nos trés pontos que se seguem:
= Comecar por mapear todos os polos e zeros finitos de acordo com a
relagdo z=¢".
= Se a ordem do numerador € inferior a do denominador (0 que acontece
frequentemente) adicione-se zeros em z=-1 até que ambos os termos
possuam o mesmo grau [6]. Com a introducéo destes zeros "artificiais "
a frequéncia de Nyquist pretende-se que a resposta em frequéncia do

sistema digital em ®— ®,2"' seja similar & do sistema analdgico para

® —> 0
» Finalmente estabelece-se o ganho DC de modo que ambas as funcgdes
de transferéncia possuam o mesmo valor (nos casos em que existam

poélos na origem estes, sao descartados).

De modo a ilustrar o procedimento considere-se o seguinte caso:

s+1
G(s)=—7+7—
() s*+2s*+2s
Factorizando a fungédo de transferéncia anterior esta passa a ter o seguinte
aspecto:
s+1 s+1

G(S):S(s2+2s+2) :S(S+1+j)(s+l—j)

Convertendo os poélos e zeros finitos (considerando um periodo de amostragem
unitario) vém que:

-1 -1
z—e zZ—e

SN e Yz ) (D)2 -2 costly e

Introduzindo mais dois zeros em z=-1
(z2 +2z+1)(z—eil)

=)= (z—l)(z2 —2e" cos(l)-z+e_2)

Finalmente escalonando o ganho de modo que SG(S)L:O = (z—l)G(z)|Z:1 =0.5

(% +2z+1)(z=¢”)  0.1462" +0.2382" +0.039z ~0.054

G(z)=0.146
(=) (z—l)(z2 —2e”! cos(1)~z+e_2) 2’ —1.3982% +0.533z-0.135

122 J.P. COELHO



CONTROLO DIGITAL

Se G(z) fosse a funcéo de transferéncia de um controlador digital, a equacgéao
as diferengas que o implementava num processador digital seria:

U(z) 0.146+0.238z7' +0.039z7 —0.054z""

G(z) = _
&= B ™ 1213981505337 —0.135.°

Aplicando a transformada inversa de z obtém-se:
ulk]1=1.398u[k —1]-0.533u[k — 2]+ 0.135u[k - 3]+
+0.146€[k]+0.238¢[k —1]+0.039¢[k — 2] — 0.054¢[ k — 3]

onde u[k] se refere ao sinal de controlo aplicado ao processo no instante de
tempo r=kT e ¢[k] ao sinal de erro adquirido ou calculado no instante de

tempo 1=kT. Como ja se pode suspeitar existe aqui um ligeiro problema. O
sinal de controlo aplicado no instante & depende do sinal de erro também no
mesmo instante. Este facto seria irrelevante se o "hardware" processasse as
entradas e saidas e realizasse os calculos em tempo nulo. Contudo, como se
pode suspeitar, esse facto é impossivel. Assim, e de modo a contabilizar o
atraso introduzido pelo sistema, considera-se que, durante um instante de
amostragem, a maquina devera ter tempo para realizar todas as operagdes
necessarias, i.e. se uma determinada variavel a controlar for amostrada todos
os segundos, o hardware tém, teoricamente, um segundo para levar a cabo as

operagoes de transmissao de dados e processamento.

Assim, e de modo a observar o desempenho do controlador obtido por
discretizagdo do controlador analdgico, o efeito do atraso no tempo do sistema
de computagcdo deve ser tido em consideragdo. Desta forma, uma ligeira
alteracdo a técnica de discretizagcdo previamente apresentada sera
apresentada. Esta modificacdo refere-se especificamente a adicdo de zeros
ficticios a funcdo de transferéncia. De modo a manter o atraso de uma amostra
entre a entrada e a saida, o grau relativo da fungdo de transferéncia deve ser
unitario, i.e. para sistemas estritamente proprios, os zeros em z=1 serao
adicionados até que o grau do denominador exceda, em um, o grau do
numerador [6]. No caso de sistemas proprios, como € o caso dos controladores
avanco e atraso de fase, o grau do numerador é idéntico ao do denominar.
Assim, ndo s6 nao é possivel a adicdo de zeros como parece existir um zero a
mais. Para resolver este problema adiciona-se um atraso a fungdo de

transferéncia por introdu¢cdo de um pélo. O pdlo devera ser adicionado num
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local que influencie o menos possivel a resposta dindmica do sistema. No
plano s essa localizagcdo seria em s=-o. No plano z a localizagéo

equivalente &, obviamente, z=0.
2.4 Escolha do Periodo de Amostragem

A escolha da frequéncia de amostragem n&o é uma tarefa trivial. No entanto,
quando se derivou o teorema de amostragem as coisas pareciam simples, i.e.
escolhe-se uma frequéncia de amostragem que seja maior que o dobro da
maxima componente em frequéncia do sinal. No entanto olhando mais de perto
vé-se que as coisa nao podem ser assim tdo obvias. Primeiro € necessario
saber qual a maxima componente em frequéncia dos sinais intervenientes e
quais as componentes de interesse. Como fazé-lo? Uma possibilidade poderia
ser efectuada recorrendo a um microprocessador e executando a FFT sobre o
sinal. No entanto esta alternativa estda viciada dado que, para ser
implementada, o sinal deve ser amostrado. Por outro lado, e ao contrario dos
exemplos ilustrados, o espectro de um sinal real nunca acaba de forma abrupta
a uma dada frequéncia. Por norma, os espectros reais estendem-se de menos
infinito a mais infinito. Algumas dessas componentes podem fazer parte do
fendmeno que se pretende observar mas, a maioria, é devida a ruido que se
sobrepde ao sinal de interesse. O ruido pode surgir em diversos pontos do
espectro e pode dever-se a diversos fendmenos entre os quais agitagao
térmica, indugdo magnética, etc. Assim sendo, existe alguma impossibilidade
de se saber exactamente o limite superior do sinal. Mais ainda, existird sempre

sobreposi¢ao de bandas laterais!

[nota] A FFT pode ser usada para verificar a existéncia ou ndo de aliasing.
Se, apés a computacdo da FFT, existrem componentes em
frequéncia, com energia significativa, muito perto da frequéncia de

Nyquist entao existe alguma probabilidade de ter ocorrido aliasing.

Como ja foi vincado ao longo deste documento, a escolha do periodo de
amostragem é fulcral em controlo digital. No projecto de controladores por
emulacédo, parte-se da fungédo de transferéncia de um controlador analégico e

discretiza-se usando uma das técnicas ja revistas. Dado que a qualidade da
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aproximagao da dinamica do controlador digital face a do controlador analdgico
aumenta com o aumento da frequéncia de amostragem fica claro que o periodo
de amostragem influencia o desempenho do controlador e logo de algumas
propriedades do sistema em malha fechada tais como:

= Seguimento de sinais de comando.

» Rejeicado de perturbagdes na carga e ruido de medida.

= Sensibilidade a dindmicas ndo modeladas.

Se, por um lado, € desejavel uma elevada frequéncia de amostragem por outro
esse valor deve estar limitado ao valor minimo necessario para a execucao dos
calculos numéricos. De facto, a carga computacional imprimida pelo algoritmo
juntamente com o desempenho do processador definem o limite superior do
periodo de amostragem. Considerando que o "hardware" possui capacidade
para fazer face a qualquer solicitacdo imposta pelo sistema, algumas linhas de
orientacdo tem vindo a ser propostas, de forma mais ou menos empirica, para

a escolha do periodo de amostragem.

Frequentemente é aconselhado, na literatura, uma escolha do periodo de
amostragem que recai num valor entre quatro a dez vezes o tempo de subida

do sistema, i.e.

T, T
Ik optr
10"y (181)

O mesmo é dizer que o periodo de amostragem deve ser escolhido de modo a

que [1]:
0.2 0.6

ncl nel

onde o, se refere a frequéncia natural dos polos dominantes de malha

fechada.

Em dominios de processamento de sinal, uma das regras empiricas dita que a
frequéncia de amostragem deve ser cinco vezes superior a maior componente
em frequéncia onde se pretende que o filtro digital possua a mesma

caracteristica do filtro continuo original.

(DUZS-O)H (183)
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Por exemplo, para um filtro passa baixo, ®, pode ser igual a cinco vezes a

largura de banda o que implica que o filtro digital ira possuir uma caracteristica
similar ao analdgico até mais ou menos vinte e cinco vezes a largura de banda.
Assim, uma regra conservativa estipula que a frequéncia de amostragem deve
estar majorada inferiormente por 20 vezes a largura de banda em malha

fechada e superiormente por 40 vezes a mesma largura de banda, i.e.

20-BW, <®, <40-BW, (184)

Por outro lado, e como se viu na secgao relativa a reconstrugao (talvez seja
mais exacto falar em reconversdao) um conversor D/A esta frequentemente
entre o controlador e o sistema continuo a controlar implementando a
extrapolagédo do sinal de controlo entre amostras consecutivas. Esta retengéo
implica, como ja foi visto, que o sinal de controlo esteja atrasado de uma
quantidade aproximadamente igual a metade do periodo de amostragem.
Como é de esperar, este atraso influencia a margem de fase e logo a
estabilidade do sistema. Assim, uma regra para a escolha do periodo de
amostragem refere que a deterioragcéo da estabilidade, pelo retentor de ordem
zero, € pequena e toleravel se o atraso no tempo for inferior a um décimo do

tempo de subida. Ou seja,

=T7T<

o
IA
S|
W |>ﬁ

(compare com {181}) (185)

A relacao entre a degradacdo da margem de fase pelo retentor de ordem zero
e o periodo de amostragem pode ser analisado de forma alternativa. Como ja

foi visto anteriormente, a dindmica de um zoh pode ser aproximada por:
I _joL
GZOh(S)zT.e ’ Sf]?wGZUh(j(D)zT.e : (186)

Pressupondo que a degradag¢ao da margem de fase imposta por este elemento

deve estar contida entre 5° e 10° vém que:

T T T
'x—<m, —<10°x—
180 *2 180 (187)
0 que implica que,
2n 21
°x <T <10°x
180- o, 180- o, (188)
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Considerando que a frequéncia de cruzamento do ganho (em malha aberta) é
igual a largura de banda do sistema vém que, o decréscimo de margem de fase
devida ao retentor de ordem zero, é limitada por:

i <T< 21
18- BW, 18-BW,, (189)

levando a que:

18-BW,<w, <36-BW, (compare com {184}) (190)

2.5 Anadlise de Sistemas de Controlo Digitais

Numa primeira fase, esta seccdo trata de sistemas hibrido, i.e. sistemas
compostos por componentes discretos e componentes continuos no tempo. No
contexto de controlo por realimentacao ira mostrar-se a fungao de transferéncia
de malha fechada para algumas das topologias mais comuns. Finalmente, na
seccdo §2.5.3 apresentam-se duas técnicas algébricas para a analise da

estabilidade de sistemas no dominio z.
2.5.1 Sistemas Amostrados em Malha Aberta

Normalmente em sistemas de controlo digitais existem simultaneamente
funcdes de transferéncia continuas e discretas. A forma de lidar com esta
situagao tem por base a introdugdo de amostradores "ficticios" para as
variaveis de interesse, i.e. apesar de continuas no tempo consideram-se

apenas os seus valores em instantes discretos de tempo [10].

Nesta seccao apresentam-se trés casos distintos da coexisténcia de trogos de

informagao discreta e continua para sistemas em malha aberta.

Casol: Sistema amostrado em malha aberta.
T
E(s) « E*s) Y(s)
_/—"’ G(s) [ *

Fig 49. Sistema simples amostrado em malha aberta. Note-se que o amostrador a
saida é ficticio e esta em fase com o amostrador com existéncia fisica.
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Da observacgao da figura anterior retira-se a seguinte relagdo entre variaveis:
Y(s)=G(s)-E (s) (191)
A andlise, em z, deste sistema parte da amostragem ficticia de Y(s)

(representado a tracejado na figura anterior). Assim, aplicando a transformada

em estrela a equacgao {191} obtém-se:

Y'(s)=[G(s)- E'(s)] (192)

Neste contexto pode pensar-se que * € uma espécie de operador amostragem.
Da aplicagao deste "operador" decorre que os termos ja "amostrados" podem
ser factorizados para fora da operagdo. Isto porque a amostragem
(sincronizada!) de um sinal amostrado é o mesmo sinal amostrado. Assim, a

expressao anterior toma a seguinte forma:

Y'(s)=G'(s)-E (s) (193)

Devido a relacdo entra a transformada em estrela e a transformada :z, i.e.

z=¢'", a equacgéo anterior pode ser rescrita como:

Y(2)=G(2)-E(2)|__, (194)
Caso ll: Elementos separados por amostradores ideais.
E(s) ¢ EXs) Dis)¢ D'ls) V()
"L _Gi(s) "

Fig 50. Cascata de dois sistemas separados por amostradores ideais. Considera-
se que todos os amostradores estao em fase.

Para este caso,

Y(s)=G,(s)-D"(s) (195)
e

D(s)=G,(s)-E"(s) (196)
Aplicando o operador estrela a cada uma das expressdes vém que,

D'(s)=G/(s)-E (s) (197)
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substituindo o resultado anterior em {195} e aplicando a transformada em

estrela fica:

Y'(s)=G,(5)- G (s)-E (s) (198)
ou seja

Y(2)=G,(2)-G,(2)- E(2) (199)

Caso lll: Elementos em cascata ndo separados por amostradores.

E(s) ¢ E'ls) D(s) Y

Fig 51. Elementos em cascata nédo separados por amostradores ideais

Y(s) = G,(s)-D(s) (200)
e

D(s)=G,(5)-E"(s) (201)
substituindo {201} em {200} obtém-se:

Y(S)=G2(S)'G1(S)'E*(S) (202)
aplicando a transformada em estrela fica

Y (5)=[ Gy(5)-G,(5) E'(5) | (203)
0 que leva a que,

Y'()=E'(5):[G()- G =E'(5)- GG (s) (204)

onde GzGl(s)* se refere 4 transformada em estrela do produto de G (s) com

G,(s).

Frequentemente o0 senso comum induz em erro. Assim a partir da expressao

{203} a tentagao poderia ser dizer que,

Y'(5)= E°(5)[G,()- G,(9)] =E"(5)-G3(5)- G (s) (205)
0 que estaria errado. Isto porque, como ja foi visto, em geral
Z{G ()} 2{G,(9)} # Z2{G\(5)-G,(s)} (206)
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i.e.

G (5)-Gy(s) # G,Gy(s) (207)

Caso IV: Elementos em cascata separados por amostradores e excitados por

sinal continuo.

E(s)

Dis),y Dfs) Y(s)

Gy(s)

Fig 52. Elementos em cascata excitados por sinal continuo no tempo.

Da figura anterior tira-se que,

Y(s)=Gy(s)-D'(s) (208)
e que
D(s) =Gy (s)- E(s) (209)

Aplicando a transformada em estrela a equacéao anterior obtém-se,

D'(s)=G,E(s) (210)
Substituindo em {208} fica,
Y(s) = G,(s) GE(s) (211)

Finalmente, aplicando a transformada em estrela fica,
Y'(s) =G, (5)-GE(s) (212)
Como, por norma, GIE(s)* n&o pode ser factorizado em G, (s)-E (s) o sistema

da figura 52 ndo admite representagcéo na forma de fungéo de transferéncia
Para concluir, e decorrente da analise destes quatro casos, deixam-se aqui trés
conceitos importantes a reter:

= A amostragem de um sinal amostrado tem como resultado o sinal

amostrado:

[E'(5)] =E(s) (213)
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= Normalmente a amostragem do produto de dois sinais € diferente do

produto dos sinais amostrados, i.e.
[E,(5)- Ex(9)] = EE(5) # E| (5)- E5(s) (214)

= Nao é possivel a derivagdo de uma fungao de transferencia se os sinais
aplicados a montante de sistemas continuos nao forem previamente

amostrados [13].
2.5.2 Sistemas Amostrados em Malha Fechada

Determinar a fungédo de transferéncia para sistemas amostrados ndo é uma
tarefa trivial dado que néo existe fungcéo de transferéncia para o amostrador
ideal [13]. Esta afirmacédo toma contornos ainda mais acentuados quando se
fala em sistemas de malha fechada onde existem amostradores. Deste modo, e
dependendo da sequéncia de operagdes efectuadas, € possivel atingir um
ponto em que nao € possivel a factorizagdo de variaveis de entrada ou saida
implicando a impossibilidade de se obter a fungao de transferéncia do sistema.
De modo a ilustrar este predicado considere-se o0 seguinte sistema de controlo

em malha fechada:

F 3

H(s)

+

- T
R E(s) « E' Y
L e [

Fig 53. Sistema realimentado com amostrador ideal na malha

Deste € possivel retirar as seguintes equacgdes:

Y(s)=G(s) E"(5) (215)

E(s)=R(s)~ H(s)-Y(s) (216)
Aplicando a transformada em estrela a equagao anterior e substituindo em
{215} obtém-se:
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Y(s)=G(s)R (s)~ G(s)- HY (5) (217)
0 que leva a que a transformada em estrela seja,

Y'(s)=G (s)R (s)= G (5)- HY(s) (218)
como HY(s)* nao pode ser factorizado a expressao anterior ndo pode ser

resolvida em ordem a Y (s) e logo ndo é possivel a determinagdo da funcdo de

transferéncia.

Por outro lado, rescrevendo a equagao {216} como,
E(s)=R(s)~H(s)-G(s) E"(5) (219)

aplicando a transformada em estrela,

E'(s)=R'(s)- HG(s) -E'(s) (220)
ou seja,
. R'(s)
E(s)=———
) 1+ HG(s) (221)

substituindo E"(s) em {215} fica,

R'(s)
Y(s)=G(s) ——
(5)=G(s) e (222)
Aplicando a transformada em estrela vem que,
. . R(s)
Y (5)=G (5) ——
(5)=G (s) L+ HG®) (223)
ou seja,
_ __R(2)
Y(z)=G(2) Y HGO) (224)

Observa-se assim a necessidade de um cuidado especial na manipulagao das
variaveis e na sequéncia com que as transformadas em estrela sao aplicadas.
Assim, e de modo a facilitar a analise deste tipo de sistemas, o seguinte
algoritmo € apresentado [13]:
Passo 1 de 3: Fazer corresponder uma varidvel a cada entrada dos
amostradores presentes
Passo 2 de 3: Escrever essas variaveis em fungdo das saidas de cada
amostrador

Passo 3 de 3: Aplicar a transformada em estrela
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2.5.3 Técnicas Algébricas para Analise da Estabilidade

Como se afirmou na secgdo §2.3.1.2 , um sistema discreto, causal, linear e
invariante no tempo € estavel se todas as raizes da equagao caracteristica
tiverem um modulo inferior a unidade, i.e. os pdlos de um sistema discreto
devem estar localizados, relativamente ao plano z, no interior da circunferéncia
de raio unitario. Contudo, uma analise deste tipo envolve o calculo de todos os
modos do sistema o que pode ser irrelevante ou de dificil trato. E claro que esta
afirmacgao considera um tratamento do problema de forma algébrica e nao de

forma numérica (por exemplo recorrendo a um computador digital).

Nesta seccdo apresentam-se duas técnicas algébricas para a analise da
estabilidade de sistemas discretos no tempo. Ambas as técnicas possuem em

comum o facto de nao requererem o calculo explicito dos polos do sistema.
2.5.3.1 Critério de Routh-Hurwitz para Sistemas Discretos

Sabe-se que, num sistema LIT continuo no tempo, o limite de estabilidade é o
eixo imaginario enquanto que num sistema discreto o limite geométrico
consiste numa circunferéncia de raio unitario. Deste modo, algumas técnicas
de analise para sistemas continuos ndo podem ser aplicadas directamente a
sistemas discretos. No entanto este problema pode ser contornado
transformando o sistema discreto em continuo recorrendo, por exemplo, a
transformacao bilinear.

2+7Ts
2-Ts (225)

Com esta estratégia o circulo unitario do plano z é transformado no eixo jo do

z—>

plano s. Dado que o limite de estabilidade passa a ser o mesmo do sistema
analogico € possivel recorrer a algumas técnicas do dominio continuo para a
analise da estabilidade. Entre as técnicas existentes salienta-se o critério de
Routh-Hurwitz. A aplicagdo do critério de Routh a um sistema discreto é feita
seguindo os seguintes passos:
Passo 1 de 3: Determinar a fungcao de transferéncia, em malha fechada, do
sistema

Passo 2 de 3: Aplicar a transformacéo expressa na equagao {225}
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Passo 3 de 3: Aplicar o critério de Routh seguindo o mesmo procedimento
para os sistemas continuos (ver caixa de texto da seccéo

§1.2.5.1)
Tal como para o caso continuo, o critério de Routh pode ser usado para
determinar o ganho critico para o sistema discreto, i.e. 0 ganho para o qual as
raizes cruzam o eixo imaginario. Este valor de ganho € o ganho ao qual o
sistema € marginalmente estavel e logo pode ser usado para determinar a

frequéncia critica.

No entanto, para sistemas discretos, a frequéncia critica encontrada recorrendo
ao algoritmo anterior deve ser transformada de modo a encontrar a frequéncia
critica do sistema discreto. Essa transformacdo € realizada recorrendo a

relacao,

®,=2-tan' (T%j (226)

2.5.3.2 Critério de Jury

Como se viu na secgao anterior, a analise da estabilidade de sistemas
discretos pode ser realizada recorrendo ao critério de Routh adaptado. Contudo
a aplicagao desta técnica pressupde a transformacao de z para s o que, pelo
menos algébricamente, é incomodo. Uma técnica alternativa € o teste de

estabilidade de Jury que pode ser usada directamente em sistemas discretos.

Assim, considere-se a equacéao caracteristica de um sistema discreto da forma:
-1
O(z)=a,z"+a, 2" ++a,=0 ,a,>0 (227)

A partir do polindbmio Q(z) forma-se a tabela de Jury da seguinte forma:

z z z z z
a 4 a, a,, 4a,
o Gua Quy a a
b, b b, - b, (228)
b b, b, 0
G G Cn-z
onde
b, = ay a,  c, = by b,y ed = Co  Chka (22)
a, 4 b, b Coa Cx
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Note-se que o numero de linhas da tabela de Jury é igual a 2(n—-1)—1. As

condigdes necessarias e suficientes para garantir a estabilidade do sistema
discreto sao as seguintes:

on>0

=D"0(-1)>0

|a,| < a,

by > b, (230)

lco| > e,
O critério de Jury pode ser aplicado da seguinte forma:

Passo 1 de 2: Verifique as trés primeiras condi¢gbes de {230}. Caso alguma
nao se verifique pare o processo e conclua que o sistema é
instavel. Caso contrario passe ao item seguinte

Passo 2 de 2: Construa a tabela de Jury e verifique as restantes condig¢oes.
Caso uma delas nao se verifique conclua que o sistema é

instavel.
2.6 Projecto de Controladores Digitais

Se bem que é possivel dimensionar um sistema de controlo digital inteiramente
no dominio discreto, uma das técnicas mais comuns no projecto de
controladores digitais recorre a uma estratégia de derivagdo por "emulagao".
Nesta técnica, parte-se da fungdo de transferéncia analdgica do sistema a
controlar e, tentando respeitar os critérios de desempenho propostos, define-se
um compensador continuo no tempo. A partir da fungado de transferéncia do
controlador analdgico, e recorrendo a uma das técnicas de discretizacao ja
revistas, obtém-se a equacgao as diferengas que rege o comportamento do

filtro.

Se bem que, para um bom desempenho desta técnica, o sistema deva ser
sobre-amostrado, esta proposta de projecto é muito apelativa dado que permite
aproveitar o "know-how" herdado da teoria dos sistemas analogicos. Note-se
no entanto que o projecto de sistemas de controlo digitais possui a
preocupacao adicional de ter de contabilizar os efeitos da amostragem,

reconstituicdo e da quantizagao no desempenho do sistema em malha fechada.
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Decorrente da influéncia destes fendmenos no comportamento dindmico do
sistema em malha fechada, o desempenho do sistema de controlo discreto nédo
devera coincidir exactamente com aquele planeado para o sistema de controlo
analégico. No entanto, para amostragens rapidas e baixos erros de

quantizagao, o comportamento sera muito aproximado.

Nesta secgao, apresenta-se uma técnica de projecto para controladores digitais
baseados na digitalizagdo de controladores continuos. Numa primeira etapa
analisa-se o efeito, na malha de controlo, dos componentes associados aos
sistemas amostrados. Mais concretamente fala-se nos reconversores (zoh),
filtros anti-aliasing e quantizadores. Posteriormente, e seguindo os passos de
um exemplo em concreto, apresentam-se os tramites essenciais a seguir no

projecto de um controlador digital por emulagao.
2.6.1 Efeito do Retentor de Ordem Zero

Na seccao §2.1.4.3 referiu-se que um retentor de ordem zero tinha, como efeito
colateral, a deterioracdo da margem de fase do sistema devido ao atraso
introduzido que, como foi demonstrado, se situava em torno de metade do
periodo de amostragem. Nesta sec¢do avanga-se um passo no sentido de
analisar o efeito, numa malha de controlo, do retentor de ordem zero. Para isso

considere-se o sistema analdgico da figura que se segue:

R(s) E U(s) Y(s)
—;@ﬂ' Kis) F——— G(s) »

—
&~

Fig 54. Sistema de controlo analégico em malha fechada.

onde,

Y(s) _ K(s)G(s)

)= ) 1+ K(5)G(s) (231)

se refere a sua funcao de transferéncia.

Imagine-se agora que o compensador analégico, por exemplo um controlador

avango de fase, por motivos varios deveria ser substituido por idéntica
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estratégia de controlo mas embebida num micro-controlador. Assim, o
esquema "equivalente", sob o ponto de vista digital, do sistema da figura

anterior possui o seguinte aspecto:

Y(s)

R E M(z) p U(s)
ﬂ:@ﬂ K(z) — | 1 ;e’ T = G(s) >

Fig 55. "Equivalente" digital do sistema de controlo da figura anterior.

A sua fungao de transferéncia possui o seguinte aspecto,

Y(z) _ K(2)GG,y, ()

G,(2)= GG
c (Z) R(Z) 1+K(z)'Gngh (S)

(232)
onde G_,(s) se refere a fungéo de transferéncia do reconversor.

Considere-se que a fungao de transferéncia K(s) foi digitalizada recorrendo ao
algoritmo apropriado de forma que a influéncia da discretizagdo, deste
componente, na dinamica do sistema em malha fechada é negligenciavel.

Posto isto comega-se por analisar a resposta do sistema a um degrau unitario.

—— Analogico |
_— Digital

Amplitude

Tempo /s

Fig 56. Resposta ao degrau de um sistema de controlo analégico e do
equivalente digital.

Como se pode observar, ndo s6 se assiste a um aumento da sobre-elongacéo

como o tempo de estabelecimento aumenta (lembre-se que ambos os critérios

de desempenho estédo ligados a zeta). Dado que se garante que o efeito da
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digitalizagcdo do controlador é negligenciavel, a diferengca de transitérios
observada so6 pode ficar a dever-se a influéncia da estratégia de reconstrugao.
De facto, o aumento da instabilidade que se observa deve-se a uma redugéao

na margem de fase como se pode reparar da figura subsequente.

Magnitude/dB

Frequéncia!rad.s’1
0 T T T T PR e | T T T T T T 71

350 i osinadioa o £} i R N

Frequtf,-ru::ia:nfrad.s'1

Fig 57. Comparacgao da resposta em frequéncia de um sistema de analégico com
a sua versdo digitalizada (pelo método da invaridancia da resposta ao
degrau).

Em termos numéricos a deterioracdo de fase que se fez sentir foi de,
aproximadamente,

o= oo% (rad)

0=,

Decorrente desta diminuicdo seria de esperar um aumento da sobre-elongacéao
0 que, de facto, se fez sentir. Adicionalmente, e do estudo levado a cabo
acerca da dinamica do retentor de ordem zero, sabe-se que o valor da
deterioragdo da margem de fase diminuird com o aumento da frequéncia de
amostragem. De facto, e por razdes ja enunciadas, o periodo de amostragem é
um parametro com grande impacto no desempenho de sistemas de controlo
digitais.

Em suma, o retentor de ordem zero possui um efeito ligeiramente

destabilizador que pode ser negligenciado ou, alternativamente, incluido no
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processo de projecto. Por norma, e devido as frequéncias de amostragem

envolvidas, esperam-se diminuigbes da margem de fase inferiores a 10°.
2.6.2 Efeito do Filtro Anti-Aliasing

Quando, a umas secgbes atras, se abordou o tema do aliasing referiu-se o
facto de, normalmente, os sinais adquiridos ndo serem "bem-comportados"
possuindo componentes em frequéncia que, teoricamente, se estenderiam até
infinito. Assim sendo, e resultante do processo de amostragem, seria de

esperar sempre alguma distorgédo do sinal.

Uma forma de minimizar esse fendmeno recorre a utilizagao de um pré-filtro a
montante do amostrador de modo a atenuar a energia das componentes em
frequéncia fora de banda. Dentro de um vasto leque de filtros por norma, e de
modo a perturbar o menos possivel a dindmica do sistema, a escolha recai
num filtro com um pdélo do tipo:
G, (s) L

B SR (233)
De modo a analisar o efeito da introducao de um filtro deste tipo na malha de
controlo considere-se o sistema da secgao anterior agora com um preé-filtro de
primeira ordem colocado antes do amostrador como se mostra na figura que se

segue.

Y(s)

R(z) E(z) M(z) = U(s)
—:@—» K(z) — 1;& T G(s) -

T

- Ge(s) [+ 1 -

Fig 58. Introdugdo de um filtro anti-aliasing na malha de controlo.

A funcao de transferéncia desta nova andamento tem a seguinte forma,

Y(z) _ K(2)GG,, ()
R(z) 1+K(z)GG,G,, (s)

Ga(2) = (234)

Analise-se agora a resposta em frequéncia de malha aberta do sistema anterior

face aos sistemas ilustrados pelas figuras 54 e 55.
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T T TTT ! !
) S S S S S e = - S S S -
3 — Analdgico : Lo
T b — Digital sem Pré-Filtro Jr-F-ohdaaeaaaan e
= —— Digital com Pré-Filtro
o e N NN T S T S 1Y ¥ S
=
Sl
— Analdgico i
i :| = Digital sem Pré-Filtro |
2 100 1, — Digital com Pré-Filtro {| o
o0
o b i
b "
iy | SRR 6 55 RN S A S Wl
D it SRR

Freguénciafrad.s™1 V

Fig 59. Resposta em frequéncias, de malha aberta, dos sistemas analdgico e
digital (com e sem pré-filtro)

Em termos de magnitude, apenas se observa uma pequena discrepancia muito
perto da frequéncia de Nyqust. Em termo de fase, verifica-se uma diminui¢cao
da margem de fase devido ao atraso adicional introduzido pelo pdlo.
Relativamente ao sistema analdgico, a deterioracdo da margem de fase

acontece por uma quantidade ¢ que pode ser determinada por:

b=0,,+ (I)ﬁltro = w% +tan” (23] (rad)

o

A deterioracdo da margem de fase devido ao filtro pode também ser atestada
por um aumento da sobre-elevagao na resposta ao degrau quando comparada

com a do sistema sem pré-filtro. A figura que se segue ilustra esse facto.

____________ — Sem Fré-Fillra |
. = Com Pré-Filiro

Amplitude

Time (sec.)

Fig 60. Resposta ao degrau dos sistemas de controlo digitais com e sem pré-
filtro.
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A analise efectuada permite concluir que, relativamente ao comportamento com
e sem filtro, a diferenga de dinamicas € praticamente negligenciavel. A ser-se
conservativo projecta-se o controlador considerando o atraso adicional
introduzido pelo filtro que, devido ao periodo de amostragem geralmente

envolvido é, em termos equivalentes, inferior a 6°.

Adicionalmente, ndo € demais reiterar que o filtro anti-aliasing serve, no
contexto do controlo digital, um propdsito de extrema importancia: evitar a
introducao de perturbacdes de baixa-frequéncia no sinal de controlo. De modo
a ilustrar esse fendmeno considere novamente o casos do mesmo sistema de
controlo com e sem pré-filtro. Adicionalmente considere, para cada um dos dois
casos, a introducao de erro de medida monocromatico com SNR em torno dos
6dB e frequéncia um pouco superior a duas vezes a frequéncia de
amostragem. Esta estratégia de simulagéo é caracterizadas pelas duas figuras

que se seguem:

Y(s)

R E M(z) o1 Y(s)
ﬂ:@i K(z) — | 1 ;e’ L G(s) >

o) e I

' TN{S}

Fig 61. Introdugao de erro de medida no sistema sem pré-filtro

R E M(z) 1 Us) Yis)
ﬂ:@i K(z) — 1;e'T — - G(s) >

NG [ HE)e—] 1

' TN{S}

Fig 62. Introducao de erro de media com pré-filtro

Relativamente a cada um dos casos estabelece-se as seguintes fungdes de

transferéncia Y(z) em fungao de N(z):
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GG, (s)K(2)N(z)
Y( ) - _ z0, .
) 1+GG,, (s)K(2) (255)
para o sistema da figura 61 e,
GG, (5)-K(2)G,N (s)
Y(z)=- . (236)

1+GG,G_, (5)K(2)

para o sistema da figura 62.

Note-se que, pelo facto de N(z) nao poder ser factorizado nesta ultima
expressao, nao significa que a simulagdo nao possa ser realizada [aconselha-
se uma analise ao script associado a figura 63]. Dos resultados de simulagao

obteve-se a seguinte figura.

0.1

= A DD DAL DD

11}
-
=
: v JAVAVS
E-0.05 -
< — Sem Pré-Filtro
= Com Pre-Filtro
-0.1 —— Analégico
0.15 . ! ! L L I 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempols
01 0.02
0.05 0.01
[
E 0 0
=
E-0.05 0.01
<
0.1 -0.02
045 [Sem Pre-Filtro - Com Pré-Filfro 15
] 20 0 0 20 40 0 20 40
Tempols Tempo/s Tempols

Fig 63. Resposta do sistema analégico e dos sistemas digitais a erro de medida
fora de banda

Observa-se que, como ja referido anteriormente, o comportamento do tipo
passa-baixo do sistema foi capaz de minimizar o efeito, na saida, do erro de
medida. No entanto, devido ao fendmeno de aliasing que circunda os sistemas
digitais, este ruido de alta frequéncia passa a ser ruido de banda passante se
sub-amostrado. Assim sendo, e com base no seu comportamento, o sistema
nao consegue amortecer o efeito. De facto, e para o caso do sistema digital
sem pré-filtro, € notério o efeito do erro de medida na saida do sistema. Por
outro lado, a introdugédo do pré-filiro no sistema teve como resultado uma

atenuacao (por um factor de 5) do erro de medida.
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2.6.3 Projecto por Emulagao

A jeito de conclusdo apresenta-se nesta secgdo uma estratégia de projecto
para controladores digitais. A técnica que sera enderegada recorre aos
conhecimentos apresentados no primeiro capitulo dado que o primeiro passo a
executar neste procedimento de projecto consiste em derivar um controlador
analdgico que, para um dado processo continuo no tempo, satisfaga os

critérios de desempenho previamente propostos.

Mais concretamente, este procedimento de projecto € normalmente designado

por desenho por emulagéo e pode ser sumariado nos seguintes quatro passos:

Passo 1 de 4: Derivar o controlador analdgico

Passo 2 de 4: Escolher o periodo de amostragem e adicionar os elementos
associados aos sistemas de controlo digitais.

Passo 3 de 4: Digitalizar a lei de controlo

Passo 4 de 4: Avaliar o desempenho por simulagéo.

Do primeiro passo podem antever-se duas situagdes distintas. Uma em que o
sistema de controlo analdgico ja existe e o que se pretende € converte-lo em
digital. A segunda alternativa considera que nenhum controlador existe e logo
deve ser projectado de raiz. A verificar-se a primeira alternativa, e se o
desempenho do controlador analdogico € para ser mantido, o passo 1 é
suprimido. Por outro lado, se o projecto deve ser repetido ou conduzido de raiz,
um novo controlador analdgico, capaz de garantir as normas de projecto, deve

ser derivado.

O segundo ponto envolve a adigcdo, ao sistema analdgico, da dindmica
associada aos elementos que circundam uma estratégia de controlo digital.
Mais concretamente fala-se do conversor A/D (modelado por um amostrador
ideal), do conversor D/A (normalmente um zoh) e do filtro anti-aliasing. Note-se
que o efeito das dindmicas adicionais introduzidas pela retencéo e filtragem
podem ser tidas em consideracdo no primeiro passo, i.e. a deterioracdo da
margem de fase por parte destes elementos pode ser tida em consideragao
durante a fase de projecto do controlador analdgico. Adicionalmente, uma

frequéncia de amostragem apropriada deve ser seleccionada. Por norma a
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selecgao dessa frequéncia € feita com base na largura de banda de malha

fechada ou na resposta ao degrau.

Finalmente, apds a discretizagdo do controlador, o desempenho do sistema
amostrado deve ser avaliado. Essa avaliagdo deve ser levada a cabo
atendendo a estabilidade relativa do sistema de controlo assim como as
respostas transitoria e em regime permanente. Caso se considere encerrado o
processo iterativo de projecto, a fungdo de transferéncia do controlador deve
ser convertida numa equagao as diferencas e embebida num processador.
Este processo pode requerer a avaliagcdo do efeito do arredondamento dos
parametros do controlador devido a precisao finita do processador. Existem
algumas estratégias de implementagdo da equacado as diferengas que tentam

minimizar este efeito [9][13].

De modo a ilustrar o procedimento de projecto introduzido apresenta-se, a titulo
ilustrativo, o projecto de um controlador digital por emulagdo. Assim, considere-
se um sistema que, em malha aberta, possui a seguinte fungdo de
transferéncia:
76
G(s)=—
(s+1)(s+3)2 (237)

Os critérios de desempenho a serem seguidos s&o:e, <10%, BW €[1,2] rad/s e

P, ~45°. Numa primeira iteragdo apresenta-se o diagrama de Bode de malha

aberta do sistema.

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

Fig 64. Resposta em frequéncia de malha aberta do sistema {237}
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A frequéncia de cruzamento de ganho é aproximadamente igual a 3.5 rad/s e a
margem de fase em torno dos 7°. Como se pode verificar, a margem de fase &
muito baixa e a largura de banda de malha fechada demasiadamente elevada

(empiricamente 2o, ). Estas consideragbes sugerem a utilizagdo de um

compensador do tipo atraso de fase.

Do erro em regime permanente determina-se que o ganho do controlador
devera obedecer a seguinte restri¢cao:

1

e,=—————<0.1=>K>1.07
Y1+ K(76/9)

(238)

Considere-se K =2. Adicionalmente, e dado que se pretende uma largura de
banda entre 1 e 2 rad/s, digamos 1.5 rad/s, e atendendo a regra empirica ja
enunciada (veja equacdo {50}), o controlador devera fazer com que a

frequéncia de cruzamento de ganho seja o, =0.75rad/s. A figura que se

segue mostra a resposta em frequéncia do sistema em série com o ganho.

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

Fig 65. Resposta em frequéncia de KG(s)

A frequéncia o=o0, Vverifica-se que o ganho ¢ igual a 22dB e a fase igual a

-65°. Deste modo é necessario diminuir o ganho, a frequéncia de 0.75 rad/s, de
um valor igual a 22dB. Dado que ndo é possivel alterar o ganho DC, a
atenuacao a frequéncia desejada ficara a cargo de um pdlo. Sabe-se que a
atenuacao de um pdlo € aproximadamente igual a 20dB por década a partir da
frequéncia do polo. Assim, neste caso, o polo devera ser colocado uma década

atras da frequéncia de interesse. Mais concretamente em,
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4
0, =0, ( (1022/20 )2 _1j ~0.06 (239)

Para esse caso apresenta-se a nova resposta em frequéncia de malha aberta.

9 dB (at 1.1835 rad/sec), Pm=29.568 deg. (at 0.75 rad/sec)
50

Phase (deg); Magnitude (dB)

0 10

Frequency (rad/sec)

Fig 66. Resposta em frequéncia de KG(s)/(co;‘sH)

Falta agora aumentar a margem de fase de 29.5° para 45°. No entanto, e dado
que o controlador sera digital, a esse valor sera adicionado o efeito do zoh e do
filtro anti-aliasing. Considerando uma frequéncia de amostragem trinta vezes a

largura de banda, de malha fechada, do sistema, i.e. ®, =30x1.5=45rad/s

180° 0.75
=0+ O = 0.75——+tan ™| 25 | =30420=5°
d) (I)Zgh ¢ﬁltr0 45 ( 45 j

Assim, o avango de fase desejado deixa de ser de 15.4° e passa a ser de
20.4°. O avango de fase é obtido adicionando ao sistema um zero. Para que, a

frequéncia de cruzamento, a fase suba 20.4° é necessario um zero em

=——= %202
" an(20.4°) (240)

E esperado, devido & introdugdo do zero, um aumento da frequéncia de
cruzamento de ganho. Contudo, e dado que o avango de fase pretendido é
inferior a 45° a deriva da magnitude ndo sera muito significativa (seguramente
inferior a 3dB!). Mais concretamente espera-se um aumento da magnitude da

resposta em frequéncia de um factor igual a,

2
® (4
2010g10 (282j +1|=0.6 dB= A=1.06 (241)
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Dado que o critério do ganho DC foi ligeiramente sobre-dimensionado, €&
possivel reduzi-lo para 94% do seu valor, i.e. K=2/1.06=1.87. Deste modo, a
funcao de transferéncia do controlador é:

0.497s +1
K(s)=18742227s+1
) 16.95+1 (242)

e a resposta em frequéncia de malha aberta passa ter o seguinte perfil:

Gm=15.769 dB (at 2.2458 rad/sec), Pm=50 deg. {at 0.75 rad/sec)

Phase (deg); Magnitude (dB)

10 10 10 10 10

Frequency (rad/sec)

Fig 67. Resposta em frequéncia de malha aberta final

De seguida apresenta-se a resposta em frequéncia de malha fechada

(realimentacao unitaria) e a resposta ao degrau unitario.

12 ; ;

Armnplitude
Te: (1)
f==]

[=2]

I

04 f--n-- "". __________________ i

| |
| |
e e 1_____; ---------------- 1—-----J: ------------------ =
| |
1 1

Time (sec.)
Fig 68. Resposta ao degrau em malha fechada.

Como se pode ver, os critérios referentes, tanto ao erro em regime permanente
como a margem de fase, foram satisfeitos. Adicionalmente, a partir da figura
que se segue, também se pode concluir que a largura de banda do sistema

esta entre os limites impostos.
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BW-~1.3 rads

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)
Fig 69. Resposta em frequéncia de malha fechada.
O passo que se segue consiste em discretizar a fungdo de transferéncia do
controlador seguida de uma simulacdo do sistema de controlo digital. Para
realizar a discretizacdo normalmente é usada a transformacgao bilinear ou o
método de Euler "backward". No presente caso recorre-se a transformagao de
Tustin negligenciando o fendmeno de "warping" (ja se viu que, para a
frequéncia de amostragem escolhida, este fendmeno esta limitado a 1%). Do

processo de discretizagao decorre que:

0.0626—0.047 -z

K(z)=
D= 00022

(243)

Considerando o efeito do zoh e do filtro anti-aliasing (o0 processo em série com
o retentor de ordem zero é discretizado recorrendo a transformada em z)

obtém-se os seguintes resultados:

T T T
v Ty Sy ] [ EECELELEEEEEET T [REEEE LR L L e (R LR P L ] -
. . System: Gol_z
T R R L R o Amplitude: 0942
H - . Time (sec.) 19.8.
[} SECEe Eeaceets R RGEGECET Lt e e B
- H 1
=
s =
I L e e -
£ F H 1 1
(] e e e S e B e e S e S S B
S -
; . a .
0 5 10 15 20
Time (sec.)

Fig 70. Resposta ao degrau, em malha fechada, do sistema de controlo digital
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Fhase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

Fig 71. Resposta em frequéncia de malha aberta do sistema de controlo digital

BV 1.8 rlx

Phase (deg); Magnitude {dB)

L1/

Frequency (rad/sec)
Fig 72. Resposta em frequéncia de malha fechada do sistema de controlo digital
Conclui-se portanto que, em termos dos critérios de desempenho adoptados,
os resultados de simulagao sao efectivamente os previstos. O passo seguinte

iria consistir na implementacdo da equacgao as diferengcas do controlador e

posterior analise "hardware-in-the-loop" do sistema em malha fechada.

[ <« CAPITULO 2]
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Exercicios

PARTE I: Analise e Projecto de Sistemas de Controlo Analogicos

E1:

E2:

E3:

Relagéo entre qualidade de seguimento da referéncia e localizagdo do

polo de um sistema de primeira ordem.

Recorrendo ao MatLab® analise a resposta de um sistema de 12 ordem
ao degrau em fungao da localizagéo do seu pélo. Para isso deve calcular
a resposta do sistema:

a

G(s) =

S+a

para a ={0.1,1,10,100} . Que conclusdes pode tirar?

Relac&o entre imunidade ao ruido e localizacdo do polo de um sistema

de primeira ordem.

Recorrendo ao MatLab® analise a imunidade ao ruido de um sistema de
12 ordem em fungado da localizacédo do seu podlo. Para isso deve calcular
a resposta do sistema:

a

G(s)=

S+a

para a=1{0.1,1,10,100} a um degrau unitario contaminado com ruido

branco. A relacao sinal/ruido deve ser de 6dB. Que conclusbes pode
tirar?
Resposta em frequéncia de um sistema de primeira ordem.

Recorrendo ao MatLab® obtenha o diagramas de Bode para o sistema:

a

G(s) =

S+a

com a=1{0.1,1,10,100} . Que conclusdes pode tirar? Quais os valores para

as margens de ganho e fase?
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E4:

E5:

E6:

E7:

Efeito, da variagdo de o, na resposta ao degrau de um sistema de

segunda ordem.

Recorrendo ao MatLab® verifique as alteragdes que existem na resposta
do sistema a um degrau unitario para c:{—O.S;—l;—S} considerando o,

constante e igual a 1. Para isso tenha em consideragdo os seguintes

critérios de desempenho:

=  Tempo de Estabelecimento = Sobre-elongagéo
= Tempo de Subida = Tempo de Pico

2 2
Nota: Considere a seguinte parametrizagao: G(s) = ® 0

(s—o+jo,)(s—c—jo,)

Efeito, da variagdo de ,, na resposta ao degrau de um sistema de

segunda ordem.

Recorrendo ao MatLab® verifique as alteragdes que existem na resposta

do sistema a um degrau unitario para o, ={O.5,1,5} considerando o

constante e igual a 1. Para isso tenha em consideragdo os seguintes

critérios de desempenho:
= Tempo de Estabelecimento = Sobre-elongacéo

=  Tempo de Subida =  Tempo de Pico

Efeito, da variagdo de ,, na resposta ao degrau de um sistema de

segunda ordem.

Recorrendo ao MatLab® verifique as alteragdes que existem na resposta

do sistema a um degrau unitario para o, = {\/5/2\/5 5\/5} considerando

gzﬁ/z. Para isso tenha em consideragdo os seguintes critérios de

desempenho:
=  Tempo de Estabelecimento = Sobre-elongagéo
= Tempo de Subida = Tempo de Pico

Efeito, da variacdo de (, na resposta ao degrau de um sistema de

segunda ordem
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ES:

E9:

Recorrendo ao MatLab® verifique as alteragdes que existem na resposta

do sistema a um degrau unitario para 9={30,45,60}(°) considerando

o, =2 Para isso tenha em considerago os seguintes critérios de

desempenho:
=  Tempo de Estabelecimento =  Sobre-elongagdo
=  Tempo de Subida =  Tempo de Pico

Para cada um dos sistemas subsequentes, e recorrendo ao MatLab®,
compare a resposta ao degrau do sistema original com a resposta do

sistema aproximado por poélo(s) dominante(s).

1

a) G(S):m
i G(S)_(s+o.1)(s+1)
c) G(s)= 2810.1-(s+4)

(s+3.8)(s+6)(s” +2s+17)(s” +10s+29)

Resposta de um sistema em malha aberta Vs. Resposta do sistema em

malha fechada

Considere um sistema de controlo da temperatura para um determinado
processo com funcao de transferéncia:

12

G(s) =
=0

CONTROLO Ebd MALHA ABERTA

4>~1."12EI = .-IZI
=+0.1

S Gaind Transfer Fon3 Scopet

CONTROLO EM MALHA FECHADA

I T >||:|.3 . s+0.1 . 12 h:l
= =+0.1

Step Gain Transfer Fend Transfer Fon Scope

Transfer Fonz

g
—
s+E

J.P. COELHO 153



CONTROLO DIGITAL

E10:

E11:

a) Recorrendo ao Simulink® do MatLab® simule a resposta do sistema
em malha fechada e em malha aberta a uma variagdo brusca da
referéncia (0-100°C).

b) Simule a resposta de ambos os sistemas de controlo a uma
perturbagao de carga, em degrau, com amplitude de -5°C.

c) No diagrama de blocos anterior, Transfer Fcn2 representa a
funcdo de transferéncia de um termistor e respectivo sistema de
condicionamento de sinal. Analise o efeito, na resposta do sistema
ao degrau de amplitude 100, se a informagao fornecida pelo sensor

estiver contaminada com ruido branco de desvio padrao unitario.

Projecto de um controlador analégico pelo método da analise do lugar

das raizes.

Considere um sistema com a seguinte fungéo de transferéncia em malha
aberta:

G(s) = 0.8
s+1

Projecte um controlador de modo que o sistema exiba, em malha

fechada, as seguintes caracteristicas:

a) Largura de banda em torno de 2 rad/s e erro em regime permanente
maximo em torno dos 5%.

b) Largura de banda em torno de 0.5 rad/s e erro em regime

permanente maximo em torno dos 5%.

Projecto de um controlador analégico pelo método da anélise do lugar

das raizes.

Considere o seguinte sistema em malha aberta:

5

R ey T (e

Recorrendo ao lugar das raizes projecte um controlador de modo a que
o sistema exiba, em malha fechada, as seguintes caracteristicas.

= Erro ao degrau unitario inferior a 0.05

= Margem de Fase = 45°

= Largura de Banda aproximadamente igual a 6 rad/s.
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E12:

E13:

E14:

E15:

Sintonia de um controlador PID recorrendo as regras de Ziegler-Nichols.

Considere o seguinte sistema em malha aberta:
G(s)=——F——

= ) +3)
Atendendo as regras de sintonia de Ziegler e Nichols projecte um
controlador PID para o processo. Adicionalmente, e recorrendo ao
MatLab®, analise a resposta do sistema em malha fechada com e sem

compensacao.

Sintonia de um controlador PID recorrendo as regras de Ziegler-Nichols.

Considere o seguinte sistema em malha aberta:

—0.1s
e s

(s+1)

Atendendo as regras de sintonia de Ziegler e Nichols projecte um

G(s)=

controlador PID para o processo. Adicionalmente, e recorrendo ao
MatLab®, analise a resposta do sistema em malha fechada com e sem

compensagao.

Projecto de um controlador PID analiticamente.

Considere o seguinte sistema em malha aberta:

60~ 0rra
Projecte um controlador PID (analiticamente) de modo a que o sistema
exiba, em malha fechada, as seguintes caracteristicas:

= Erro a rampa unitaria = 0.1

= Sobre-elongacéo = 10% e tempo de estabelecimento = 2s.

Projecto de um controlador avango de fase recorrendo aos diagramas de
Bode.

Considere um sistema ndao compensado com fung¢ao de transferéncia:

1
s74+02s+0.1

Projecte um controlador avango de modo que o sistema exiba um erro

G(s) =

em regime permanente inferior ou igual a 1% e uma margem de fase em

torno de 45°.
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E16: Projecto de um controlador avango de fase.

Projecte um compensador avango para o sistema:

72

Y ey

Projecte um controlador avango de modo que o sistema exiba as
seguintes caracteristicas.

= Erro em regime permanente (ao degrau) inferior ou igual a 0.1

= Margem de Fase de 45°

= Largura de banda aproximadamente igual a 1rad/s.

E17: Projecto de um controlador atraso de fase.

Projecte um compensador atraso para o sistema:
10(s+5)

)= (s+15)(s” +8s5+20)

Projecte um controlador atraso de modo que o sistema exiba, em malha
fechada, as seguintes caracteristicas.
= Erro em regime permanente inferior ou igual a 10%

=  Sobre-elongagéo inferior ou igual a 5%

E18: Projecte um compensador para o seguinte sistema:

10
S(s+5)

G(s)=

De modo a que este exiba as seguintes caracteristicas.
= Erro em regime permanente (a rampa unitaria) inferior ou igual a 5%

= Margem de fase em torno de 40° e largura de banda perto de 2 rad/s

PARTE Il: Amostragem e Reconstrugdo

E19: Determine a transformada E"(s) dos seguintes sinais:
a) e(r)=u(t)
b) e(t)=¢"

C) e(t)=t
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E20:

E21:

Determine a transformada E"(s) dos seguintes sinais E(s):

YT

s+2

b) E(S) :W

s*+55+6

PG

Determine a fungdes de transferéncia e a resposta em frequéncia de um

retentor ideal de primeira ordem (first-order-hold).

PARTE Ill: Transformada em Z

E22:

E23:

E24:

E25:

Determine a transformada E(z) dos seguintes sinais:

a) e(nT)=u(nT)
b) e[n]=e™"
c) Série temporal obtida por amostragem de ¢(¢) =¢ todos os segundos.

Determine a transformada E(z) de:

P

s+2
(S+1)S2

s*+55+6
S(S+4)(s+5)

b) E(s)=

c) E(s)=

Determine a transformada E(z,m) dos sistemas apresentados no

exercicio anterior.

Determine a transformada modificada de z para as seguintes funcdes:

206—0.3TB'
a) E(S)—W,T—IS
~ (S+2)e—0‘2TS
b) E(s)= (s+1)s2
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26—0.755'
Cc) E(s)= , T=02
) E) s +25+5 *
E26: Determine as sequéncias discretas e(kT) associadas as seguintes
transformadas em z:
z
a) E(z)=————
) £) z*=3z+42
—-3.894z
b) E(z)=——"——
) E@)= 3706065
z
c) E(z2)= 3
(-1)
E27: Resolva a seguintes equacodes as diferencas utilizando a transformada Z
a) mlk]=ek]—elk—1]-m[k—1]
b) x[k]-3x[k—1]+2x[k-2]=€[k]
C) Vk+2]-6-y[k+1]+8y[k]=¢[k] para y[0]=1e y[1]=2
E28: Considere o sistema discreto caracterizado pela equacéao as diferencas:
vlk+1]=a-y[k]+b-x[k] onde O<a<1e y[0]=0
a) Determine a resposta impulsional e faga um esbogo do resultado.
b) Calcule a resposta ao degrau unitario e esboce o resultado
c) Determine o ganho estatico do sistema.
E29: Considere o sistema discreto caracterizado pela seguinte equacéo as
diferencgas:
V[k]=y[k—=1]-0.25- y[k=2]+ x[k—1]+ 0.5 x[k — 2]
Determine a funcédo de transferéncia Y(z)/X(z), identifique os pdlos e
zeros e represente-os no plano z . Conclua quanto a estabilidade.
PARTE IV: Resposta de sistemas discretos no tempo em malha aberta
E30: Prove que, para um sistema constituido por um amostrador

ideal/reconstrutor de ordem zero, com entrada E(s) e saida C(s) temos

C(z) = G(z)E(z) onde G(s)=C(s)/E(s).
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E31:

E32:

E33:

Considere um sistema constituido por um amostrador ideal/reconstrutor
de ordem zero, em série com um processo, com fungdo de

transferéncia:

G(s)=L
s+1

Admitindo uma entrada em degrau unitario determine C(z) e c(kT).

Considere um sistema constituido por um A/D em série com um filtro

digital, um D/A e um processo com fung¢ao de transferéncia G(s). Prove

que 0 mesmo € equivalente a um amostrador ideal em série com a

transformada :z associada ao filtro digital, D(z), a fungdo de

transferéncia de um retentor de ordem zero e a fungao de transferéncia

do processo.

Admita que no sistema anterior o controlador associado ao filtro digital,
D(z), implementa a fungcdo m[k]=2¢k]—e[k—1] e que a fungdo de
transferéncia do processo é G(s)=1/s+1.

a) Determine D(z).

b) Determine C(z) e c¢(kT) para uma entrada em degrau.

c) Repita a alinea anterior para D(z)=1 e G(s)=5s/s+0.1.

PARTE V: Resposta de sistemas discretos no tempo em malha fechada

E34:

E35:

Determine a funcdo de transferéncia em malha fechada do seguinte

sistema de controlo:

Mow—b G(s)  |—1—p Cis)
n T

H(s)

Considere os seguintes sistemas de controlo em malha fechada.

Determine C(z)/R(z) para cada um a fungdo de transferéncia .
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a)
D{z) Gpis)
R(S] + E(S]
—_— = | AD |= conTROLADOR == DJA |=J» PROCESS0 |—a—3» (C(S)
T SENSOR |+
H(s)
b)
R(s)* E(s) / o1 + / cls)
»O [ — s —»O [ —>| o >
T— H(s) |
E36: Para o diagrama da figura seguinte determine:
R(s) * Es) / U(s) T C(s)
pO —» D@ |— 1-& 5| Gis) |—»
T s
_T Madelo do AD Computadar Digital Madela do DA
N\
T

a) C(2)/R(z).
b) A resposta C(z) para o caso em que G(s)=a/s+a, e =0.5 sendo

o algoritmo do computador u[k]=u[k—1]+k-e[k] e r(t)=u(t).

PARTE VI: Analise da estabilidade de sistemas discretos no tempo

E37: Verifique para que valores de K é o seguinte sistema estavel.

RE;O_/_ -‘—» C(s)

a) Recorrendo ao critério de Routh-Hurwitz para sistemas discretos.

L&t K
= " m2Em

—

Nota: Considere ¢’ =0.5

b) Recorrendo ao critério de estabilidade de Jury.
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E38: Recorrendo ao critério de Jury caracterize, quanto a estabilidade, o
seguinte sistema discreto.
1
G(z)=
)= 7 002
PARTE VII: Projecto de Controladores Digitais
E39: Considere um processo com fungao de transferéncia:
1
G(s)=
(s) s(s+1)

Determine um controlador digital capaz de implementar a fungdo de

transferéncia:

K(s)= "
(s+2)(s+1)

para:

a) Uma frequéncia de amostragem de 20Hz.

b) Uma frequéncia de amostragem de 40Hz.

Nota: Utilize em ambos os casos uma aproximagao de Euler (forward)

c) Determine, com o MatLab®, a resposta do sistema K(s)G(s) a um
degrau unitario e compare-a com a resposta do sistema quando o
controlador é digital.

E40: Considere o sistema realimentado da figura

+ U*(s) -5T C(s)
= () 50/, bg = 1:67 || o |—>
T s
'T Modelo do AD Computador Digital Modelo da DVA
onde,
1
G(s)=
(s) s*+2s

Pretende-se que a sobre-elongagéo na resposta ao degrau unitario, seja
inferior a 10%, o tempo de subida menor do que 5 segundos e o erro a

rampa unitaria inferior a 2%.

J.P. COELHO 161



CONTROLO DIGITAL

a) Nestas condi¢gdes determine uma F.T., de um controlador continuo
capaz de satisfazer estes requisitos.

b) Determine a funcdo de transferéncia, em tempo discreto, do
controlador digital obtido por emulagdo do controlador continuo
recorrendo a transformacdo bilinear. Qual a frequéncia de

amostragem que devera utilizar?

[ €« EXERCICIOS |

162 J.P. COELHO



A Apéndices

A1. Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é usada para converter relagdes expressas no
dominio do tempo num conjunto de equagdes expressas em termos de uma
variavel complexa normalmente designada por 's'. A transformada de Laplace
pode ser unilateral ou bilateral. Ambas estdo definidas sob suporte idéntico
diferindo apenas no intervalo de tempo de analise. Assim, considere os dois

modelos de transformada:

X (s)=L{x(0)} = +j)ox(t)-e”a?t (versao bilateral)

—00

X(s)=L{x(t)} = Tx(t) -e”"dt (versdo unilateral)

0

onde L{} se refere a transformacdo de Laplace. A variavel complexa s é

definida como sendo do tipo s=0+ jw. Ao conjunto de valores de s para os
quais o integral converge é designado por regido de convergéncia da
transformada de Laplace (principal diferenga relativamente a transformada de

Fourier)

A assimetria da versao unilateral relativamente a verséo bilateral prende-se,
como se pode observar, apenas com o limite inferior do integral.
Subjectivamente, a versdo unilateral implica causalidade visto pressupor na

sua especificagdo que x(1)=0 para 1<0.

No contexto do controlo de sistemas, a aplicagdo da transformada de Laplace
esta intimamente ligada ao facto de, na maior parte dos casos, a dindmica dos

sistemas fisicos ser expressa sob a forma de equacgdes diferenciais ordinarias
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de coeficientes constantes. A aplicagdo da transformada de Laplace a
equacodes deste tipo transforma-as em equacodes polinomiais de mais simples
trato. De facto, considere-se o0 seguinte caso:
dx(t)

dt
A transformada de Laplace a essa equacao diferencial conduz a:

(1) =

¥(s)=L{y®)}= | %e‘”dt

0
Primitivando por "partes" vém,
P|:dx(t) e.&‘ti| — P|: dx(t) efst jl efst _ P P‘: dx(t)j| . ieﬁs‘t
dt dt dt | dt
=x(t)e" +s-P [x(t)e"” ]
e logo,

+00 _st
_+se j x(t)e
0

Y(s)=x(t)e™

Como,

+o0

X(s)= I x(t)e™"dt

0

vem que,

Y(s)=sX(s)—x(0)
onde x(0) é o valor inicial de x(#) no instante 1 =0. De facto, e considerando

todas as condigdes iniciais nulas, derivar no tempo € sindbnimo de multiplicar

por s na frequéncia complexa.

E possivel retornar ao dominio do tempo a partir do dominio de Laplace
recorrendo a transformada inversa de Laplace. Esta transformada é
apresentada, formalmente, como um integral de contorno ao longo de
s =0+ jo com a seguinte forma:

1 o+ joo

x(t) = pye '[ X(s)-e"ds

o— joo

que pode ser resolvido recorrendo ao teorema dos residuos.
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Para concluir, apresentam-se de seguida algumas das propriedades

fundamentais da transformada de Laplace:

Linearidade
Se x,(t) 2 X,(s) e x,(t) 2 X,(s) entdo,
£{x1(t)+x2(t)} = E{xl(t)} +£{x2(t)} =X, (s)+ X, (s)

Homogeneidade

Se x(t) 2 X(s) entao,

E{ax(t)} = aﬁ{x(z‘)} =aX(s) ygq
Teorema do Valor Final

Se x(t) 2 X(s) entao,

limx(¢) = lvirr(} sX(s)
Teorema do Valor Inicial

Se x(t) &2 X(s) entao,

liIIOl x(¢) =limsX(s)
Diferenciagao

Se x(t) 2 X(s) entdo,

’ {d”x(t)} & e d7x(0)

=5"X(s)= ) s
dt" (5) ; dr*!

Integracao
Se x(t) &= X(s) entédo,

n PX[x(0
P [ = X0 S PO

k=1
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A2. Teoria de Fourier

O objectivo das transformacgdes de Fourier é o de converter um sinal complexo
num conjunto de sinais de tratamento mais simples. Além dos sinais basicos
utilizados por Fourier, qualquer sinal pode ser decomposto de mais do que uma
forma distinta, i.e. um sinal pode ser representado como uma combinagao
linear de um conjunto de sinais basicos. Esses sinais basicos podem ser de
qualquer tipo desde que sejam capazes de representar um conjunto vasto e util
de sinais. Adicionalmente, a resposta de um sistema linear e invariante no
tempo ao sinal basico deve ser suficientemente simples em estrutura de modo
a fornecer uma representacao conveniente da resposta do sistema a qualquer

sinal constituido como uma combinacéo linear de sinais basicos.

Uma das possibilidades consiste em exprimir um sinal a partir da soma

(integral) ponderada de impulsos deslocados no tempo:

+00

x(t)= J. x(1)-8(t—1)dr

—00

ou

+00

xn]= D x[k]-8[n—k]
k=—0
e nestes casos sabendo a resposta do sistema ao impulso (resposta impulsiva
ou impulsional) é possivel estabelecer a resposta do sistema a qualquer sinal
através da convolugédo do sinal com a resposta impulsional, i.e. se y(t) (y[n])

representar a saida de um SLIT entao:

400

() = x(£) * h(t) = j x(1)-h(t—1)dt

—0

ou

+00

ylnl=xln]=h{n]= ) x[k]-h[n—k]

k=—o0

onde h(t) e h[n] se refere as respostas impulsionais do sistema continuo e

discreto respectivamente.
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Outra possibilidade consiste em decompor um sinal como uma soma
ponderada de exponenciais complexas. A importancia desta estratégia assenta
no facto de que a resposta de um SLIT a um sinal exponencial complexo &
ainda um sinal exponencial complexo com a mesma frequéncia e,
provavelmente, com amplitude e fase distintas*. Dependendo do tipo de sinal
envolvido (periodico, discreto, etc.), a representacdo em termos de

exponenciais complexas podem tomar os seguintes aspectos:

=  Série de Fourier

Qualquer sinal periédico pode ser escrito como a soma ponderada de

exponenciais complexas relacionadas harmonicamente, i.e. um sinal x(z)

periodico infinito com periodo fundamental 7, pode ser escrito como:

+00
x()=Y, C, -
k=—00

2 . A
onde o, =7n se refere a frequéncia angular fundamental e C(k) representa

o

uma fungéo de ponderacéao calculada por:
c -+ j x(t)-e ' dt
LT

Ou seja os coeficientes da série de Fourier sao calculados a partir do integral

ao longo de um periodo do sinal

= Transformada de Fourier de Sinais Aperiddicos

Os sinais aperiodicos também podem ser representados como um combinagao
linear de exponenciais complexas. Contudo, neste caso, as exponenciais nao
estdo relacionadas harmonicamente mas infinitamente préximas na frequéncia
o a representagdo em termos de combinacdo linear toma a forma de um

integral (em vez de um somatorio).

Assim, se x(¢) € um sinal aperiddico que admite representagdo no dominio de

Fourier, as equacgdes de sintese e analise para a transformada de Fourier sao:
F
(= X(jo)
.

¥ Aesta propriedade dos SLIT é dado frequentemente o nome de fidelidade sinusoidal.
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X(jo)= Tx(t) e dt

x(t) = iLX(jm)-ejmtdoa
= Transformada de Fourier de Sinais Periodicos

X(jo)= i 2nC,8(w—kw,)

k=—00

onde,

1 —jkw,t
Ck:ij(t)'e”‘"dt

o1,

Da expressado anterior verifica-se que existe uma relagdo estreita entre a
transformada de Fourier de um sinal peridédico e os coeficientes da série de
Fourier. Ou seja, em termos de representagdo espectral, a transformada de
Fourier de um sinal periddico € sempre um conjunto de impulsos situados em
multiplos harmoénicos da frequéncia fundamental e ponderados pelo factor
2nC, .

Nota: Para que um sinal continuo no tempo admita representagdo no dominio

de Fourier é suficiente que se verifiquem trés condigdes designadas por

condi¢des de Dirichlet:

- Num periodo ou intervalo finito x(z) deve possuir um numero finito de
maximos € minimos.

- Num periodo ou intervalo finito x(z) deve possuir um numero finito de

descontinuidades.

+00
- O sinal deve ser absolutamente integravel, i.e. _[ |x(t)| dt < oo

—00

Transformada de Fourier de sinais Discretos

Uma sequéncia discreta x{n] tera transformada de Fourier X (e’*) dada por:

+00

X()= Z xn]-e’”

Nn=—00
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se a série existir. A transformada inversa de Fourier de um sinal discreto é:

1 = -
x[n]l=— | X(&’)e'"dw
[n] 2n_jﬁ (€")

» Transformada Discreta de Fourier (DFT)

A transformada discreta de Fourier de um sinal discreto no tempo € ela prépria
uma sequéncia discreta e consiste na amostragem da transformada de Fourier

anterior em N pontos igualmente espagados:

2mtkn
J

N-1 _2mkn
X[k]=) x[n]-e ¥ ,0<k<N-I

n=0

onde,

2mtkn

N-1 2mkn
x[n]:iZX[k]-e’N 0<n<N-1
Nk:O

Note-se que, no caso de sinais discretos no tempo, a frequéncia o se refere na

realidade a frequéncia digital , (por simplicidade de notacdo omitiu-se o d nas

duas ultimas transformadas. A relagdo entre a frequéncia analdgica e a

frequéncia digital é:

o, =0T
onde T se refere ao periodo de amostragem. Para uma frequéncia analdgica
igual a frequéncia de amostragem (inverso do periodo de amostragem), a
frequéncia digital € de 2n radianos por amostra. Mais ainda, verifica-se que as
transformadas de Fourier para sinais discretos sdo periédicas com periodo de

27. De modo a validar essa informagao atenda-se a seguinte demonstragao:

+00 +00
X(e_/(u)+2kn)) — Z x[n] . e—_/(w+2krt)n — z .X[l’l] . e—_}(x)n . e—_12k7rn ,Vk e

n=—o n=—0
como n apenas toma valores inteiros entdo e /*™ = cos(2knn)— jsin(2knn) =1 e
logo,

X(ej(m+2kn)): Z x[n].e—jum :X(ejw)

n=—00

como esperavamos demonstrar.
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A3. Alguns Pares de Transformadas de Laplace
Fungdo no Tempo Transformada de Laplace
e(t), t>0 E(s)
o(1) 1
S(t—ty) st
u(t) 1
; 1
S2
t 1
2 s’
i (k=1)!
Sk
—at 1
e
s+a
—at —l
t-e (s+a)
0w (k=1
ree (s+a)
—at a
I-e s(s+a)
[ B 1 _ e*a[ a
a s’ (s+a)
at a’
1—(1+at)e —s(s+a)2
e ¢ (s+a)(s+b)
sin(at) > a 5
s“+a
cos(at) = iaz
| b 1
e sinn) (5ta) +b°
a’ +b*
e " cos(br) s ((s +a)’ +b’ )
1 e—at e—bt 1
ab a(a-b) bb-a) s(s+a)(s+b)
J.P. COELHO
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A4. Alguns Pares de Transformadas Z

Func¢éo no Tempo Transformada Z Transformada Modificada de Z
e(t), t>0 E(2) E(z,m)
z 1
u(r)
z—1 z—-1
1z mT + Tz
: _c
(z-1) 2=l (z-1)
£ I’z(z+1) T m 2mel 2
2 2(z-1) 2(z-1 (z-1)" (z-1)
8“ z k-1 —amT
- 3 k-1 : k-1
! }11_13(—1) oa"! ( aTj !}E}I(}(_l) oa*! ( eaT]
o z —amT
¢ z—e z—e
Tze " Te " (e'“T +m(z—e'“T ))
t' efat Y 2
(z—e") (z=e)
ak ak efamT
e o 2o ) e
Z(l—e_”r) 1 efamT
1_ —at —_ .
¢ (z—l)(z—e'”r) (z-1) (z—e T)
—aT —aTl —aT —am
e z(z(ar -1+ )+ (1-e " —aTe ")) T anT-l, e iar
P a(z_l)z(z_eﬂ) (z-1)"  a(z-D a(z_e )
z z aTe™" 1 1 T Te T
1—(1+at)e’”’ 1 T ar T \2 — +a’1/ir + ate 3 amT
z zZ—e (Z—e ) z—1 z—e (Z_efaT)
) (efaT _e T )Z e T e T
—at __ ,—bt —
o e o) o) o)
. zsin(aT) zsin(amT)+sin((1-m)aT)
sin(at) 3 5
z" =2zcos(aT)+1 z"=2zcos(aT)+1
—cos(aT cos(amT)—cos((1-m)aT
cos(an 2(z=cos(a?) zcos(am)—cos((~m)aT )
z" =2zcos(aT)+1 z" =2zcos(aT)+1
| , ze™" sin(bT) e (zsin(bmT)+e ™" sin((1-m)bT))
—e “ sin(bt - =y
b (1) b(z2 —2ze " cos(bT) +e”” T) b(22 —2ze™" cos(bT) + e'z“T)
22 —ze " cos(bT) e (zcos(bmT)+e " sin((1-m)bT))
e “ cos(bt) 2 o 2aT
z" =2ze™" cos(bT) +e z* =2z cos(bT) + e
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