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Capitulo 1

Introducao ao Matlab®

“Real men do it command-line...”

—Anénimo

O Matlab € uma das aplicagdes de cdlculo numérico mais utilizadas em
todo o mundo. O que comegou por ser apenas uma interface ao LINPACK
e FISPACK é hoje um programa informdtico maduro e repleto de potenci-
alidades. Pelo papel que a computacdo numérica desempenha em tarefas
de simulagao, a unidade curricular de TITD comega por uma viagem ao
conceito de programagdo em Matlab.

1.1 Introducao

Matlab é o acrénimo de MATrix LABoratory e nasceu, nos finais da década
de 70 do milénio passado, pela mao de Cleve Moler. Inicialmente pretendeu
ser apenas uma interface para as bibliotecas de calculo numérico, Linpack e
FEispack, que corriam sob Fortran. No entanto, devido a sua globalizacao e forte
adesao por parte dos meios académicos foi criada, mais tarde por Jack Little
entre outros, uma versao comercial.

Mais do que o ntcleo em que assenta, o poder do Matlab advém da possibi-
lidade da sua extensao, para um ou mais dominios concretos do conhecimento,
por adicao de rotinas especificas englobadas em pacotes designados por Toolbo-
zes. Desde os meados da década de 1980, e até aos nossos dias, o nimero de
Toolbozes tem vindo a aumentar. E possivel encontrar uma miriade de livrarias
que vao da estatistica a inteligéncia artificial passando pela ldgica difusa, bi-
oinformatica e muitas outras. Para além das Toolbozres comerciais é muito facil
encontrar livrarias na Internet desenvolvidas e partilhadas pela imensa rede de
utilizadores do Matlab.
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O Octave é, tal como o Matlab, um programa informatico de calculo numérico.
No entanto é de livre acesso. Ou seja ndo requer a compra de licengas de uti-
lizagao. O projecto Octave teve a sua origem nos finais da década de oitenta e
a primeira versao foi disponibilizada nos inicios da década de noventa do século
XX. E importante notar que o Octave interpreta comandos de Matlab mas pos-
sui também a sua propria semantica. Contudo essa particularidade é ignorada
ao longo deste capitulo.

Dada a natureza comercial do Matlab é natural que esta ferramenta se encon-
tre num nivel muito acima do Octave. No entanto, em curriculos introdutérios
onde se necessite de uma ferramenta de computacao numérica, o Octave pode
ser utilizado, sem qualquer prejuizo, no lugar do Matlab. A unidade curricular
de “Teoria da Informacao e Transmissao Digital” enquadra-se nesse contexto.
Por isso, e com excepcao da ultima seccao que requer obrigatoriamente o acesso
ao Matlab, todos os exemplos documentados pode ser acompanhados com o
Octave.

1.2 Operagoes elementares no Matlab

Nesta seccao apresentam-se as operacoes basicas que podem ser executadas no
Matlab. Comecga-se por descrever a forma de criar varidveis no espaco de traba-
lho e como estas podem ser utilizadas como operandos em cédlculos elementares.

1.2.1 Primeiras Operagoes

No fundo o Matlab foi desenvolvido para fazer operacgoes algébricas. Neste
sentido a primeira abordagem serd a utilizacao desta ferramenta para a execugao
de célculos simples. Por exemplo se se pretender determinar o resultado da
operacao de adigdo entre dois numeros, digamos 2 com 3, basta escrever na
linha de comandos:

’>> 2 + 3 [enter]

A expressao [enter] indica que a tecla enter do teclado deve ser pressionada
e o simbolo >> refere-se ao prompt da linha de comandos no espago de trabalho
(workspace). O resultado desta operagdo é apresentado da seguinte forma:

’ans =5

Sem intencgdo explicita acabou-se de criar a primeira varidvel: a varidvel ans.
Esta varidvel é concebida, de forma automaética, e possui sempre o resultado da
dltima operagao executada (desde que ndo lhe seja atribuida outra varidvel).
Por exemplo executando a seguinte instrugao:

’ >>ans+3 [enter]

A resposta passa a ser:

’ans=8
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Na operacao anterior executou-se a adigao do niimero 3 com a varidvel ans
o0 que nos leva ao conhecimento da possibilidade de executar operacoes, nao
entre valores numéricos directo, mas entre valores numéricos encapsulados em
variaveis.

Ao contrario da maior parte das linguagens de programacao, onde é ne-
cessario definir uma varidvel antes de ser possivel a sua utilizagdo, no MATLAB
esse passo é suprimido. A criagdo de varidveis é feita automaticamente sempre
que um dado contetido, seja ele numérico ou nao, é afectado a uma string*. Por
exemplo se se desejar criar uma varidvel A com o valor 2 e uma varidvel B com
o valor 3 basta executar a seguinte sequéncia de comandos:

>>A=2 [enter]
A =2

>>B=3 [enter]
B =3

A operagao executada inicialmente pode agora ser conduzida da seguinte
forma:

>>A+B [enter]

Note-se também que nao foi definido explicitamente o tipo de dados que as
varidveis A e B iriam receber. Por exemplo na linguagem C/C++ é necessirio
definir, a priori, se uma dada varidvel ird receber dados do tipo inteiro, caractere
ou outros. De facto, esta é uma faculdade que permite simplificar bastante o
uso do Matlab. Uma varidvel adapta-se sempre ao tipo de dado que vai receber.
Assim, se na proxima instrugao a variavel A fosse armazenar um caractere,
nenhuma alteracao ao nivel da variavel deveria ser tomada. Esta iria adaptar-se
automaticamente para absorver o novo tipo de dado. O que acabou de ser dito
pode ser testado executando as seguintes linhas de cédigo:

>>A=2.45 [enter]
A = 2.4500

>>A=’a’ [enter]
A=a

Observe o uso de pelica (’) para armazenar o caractere a na varidvel A. O
tipo de dado afecto a uma dada varidvel pode ser identificado executando o
comando whos. Na linha que se segue mostra-se o resultado da execugao da
funcdo whos sobre a varidvel A.

O tipo de dados pode ser identificado no campo class. Para além dessa
informacao apresenta-se também o espaco, em bytes, ocupado pela varidvel assim
como a sua dimensao. Mais sobre este assunto adiante.

1 A tnica restrigio é a de que o primeiro caracter nio pode ser um dos simbolos de 0 até
9.
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>>whos A [enter]
*** local user variables:
Prot Name Size Bytes Class

rwd A 1x1 1 char

Total is 1 element using 1 byte

Para ja, e antes de prosseguir, chama-se a atengao que o Matlab, tal como o
C/C++, é sensivel a utilizagdo de maiisculas e mintsculas. Assim, a varidvel
A ¢ distinta da variavel a como pode ser testado da seguinte forma:

>>a=2.45 [enter]
a = 2.4500

>>whos A a [enter]
***% ]ocal user variables:
Prot Name Size Bytes Class

rwd A 1x1 1 char
rwd a 1x1 8 double

Total is 2 elements using 9 bytes

1.2.2 Eliminar variaveis do workspace

Uma varidvel criada no espaco de trabalho pode ser destruida recorrendo a
funcéo clear. Por exemplo, admitindo a existéncia de uma varidvel A o seguinte
comando elimina-a:

>> clear A [enter]

Para apagar mais do que uma varidvel basta colocar o seus nomes, separados
por espago, a seguir a instrucao clear. Por exemplo o seguinte comando elimina
as variaveis a e B.

>> clear a B [enter]

Se se desejar limpar o espaco de trabalho de todas as variaveis basta escre-
ver:

’>> clear all

Este comando admite ainda o uso de wildcards. Por exemplo o comando,
elimina todas as varidveis no espago de trabalho que comecam pelo caractere
A maiusculo.
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’>> clear Ax

1.2.3 As instrugoes Help e Lookfor

Quando se trabalha com uma ferramenta como o Matlab temos na nossa mao
um manancial de rotinas que executam as mais diversas operagoes sejam elas
matematicas, graficas ou de outra natureza. Se bem que essas funcdes estejam,
normalmente, compartimentadas em toolboxes, nao deixa de ser uma tarefa com-
plexa tentar encontrar uma fungao especifica para uma determinada operacao.

Para facilitar essa pesquisa o Matlab possui a palavra reservada lookfor. A
frente dessa instrugao coloca-se uma palavra-chave que seja descritiva daquilo
que se pretende pesquisar. Por exemplo se se pretender encontrar quais as
fungoes relacionadas com a palavra-chave “variable” basta escrever na linha de
comandos.

>>lookfor variable [enter]

Por outro lado, quando se conhece a fungao mas se ignora a sua sintaxe é
possivel obter uma descricao dessa rotina recorrendo a instrucao help. Esta
instrucao, executada na linha de comandos, leva como argumento o nome da
funcéo sobre a qual se quer conhecer o funcionamento. Por exemplo a seguinte
linha de cédigo,

>>help clear [enter]

mostra a formatacao associada a utilizagdo da funcao clear.

Para além de ajuda no modo texto o Matlab fornece também uma descri¢ao
mais detalhada no modo gréafico. Para tal basta activar o hiperlink no final do
texto apresentado pela funcao help. Por exemplo na situagao anterior o Matlab
apresenta, no final, o link [doc clear].

1.2.4 Vectores

Admita-se agora que a varidvel C ndo é um escalar mas sim um vector (a
verdade é que um escalar é um vector com dimensdo 1x1). Mais concretamente
desejamos introduzir o seguinte vector linha:

(3 5 8 2]

Para isso basta proceder conforme se apresenta subsequentemente.

>>C=[3 5 8 2] [enter]
C =
3582

A separagdo dos elementos é feita com espagos ou, alternativamente, com
virgulas. Note-se que a alocagao do espago é feita automaticamente, i.e. nao é
necessario definir antecipadamente a dimensao do vector. Executando agora,
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>>whos C [enter]
*** local user variables:
Prot Name Size Bytes Class

rwd C 1x4 32 double

Total is 4 elements using 32 bytes

Observa-se que a dimensao da varidvel é agora 1x4. Em qualquer instante
é possivel aceder a um (ou mais) elementos do vector indicando, & frente da
varidvel entre parénteses curvos, o indice do(s) elemento(s) a que se pretende
aceder. Por exemplo se desejarmos aceder ao terceiro elemento do vector C
basta escrever:

>>C(3) [enter]
ans = 8

Para aceder a mais do que um elemento simultaneamente, o argumento passa
de um escalar a um vector, vector esse com os indices dos elementos a aceder. Por
exemplo se pretendermos aceder ao primeiro e ultimo valor do vector anterior
basta executar:

>>C([1 4]) [enterl]
ans =
32

Note-se que a indexacao dos vectores em Matlab € feita a partir de 1 e nao a
partir de 0 como acontece em C/C++. Uma forma alternativa recorre a palavra
reservada end para aceder ao tltimo elemento do vector. Por exemplo,

>>C([1 end]) [enterl]
ans =
32

Suponhamos agora que se pretende alterar o valor do segundo elemento do
vector C de 5 para, por exemplo, 25. Para executar essa alteragao basta aceder
ao segundo elemento do vector e afecta-lo com o valor 25, i.e.

>>C(2)=25 [enter]
C =
3258 2

O que acontece se se realizar a afectacdo C(5)=107 Como o vector
inicial possui apenas quatro elementos, ao ser atribuido um valor ao quinto
elemento o vector inicial serda expandidos de modo a abarcar agora 5 elementos.

Se a afectagao do valor 10 fosse feita, por exemplo, ao elemento 9, o Matlab
encarrega-se de colocar, em todas as posicoes nao inicializadas, o valor zero. Por
exemplo:
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>>C(5)=10 [enter]
C =
3258210

>>C(9)=10 [enter]
C =
3258210000 10

Como se deve supor, é possivel a alteragdo de mais do que um elemento
simultaneamente. Nesse caso o vector e acedido, nao por um escalar, mas por
um vector. O exemplo que se segue ilustra como é possivel alterar o valor dos
indices 6, 7 e 8 do vector C para -1, 3 e 5.

>>C([6 7 8])=[-1 3 5] [enter]
C =
3258210 -135 10

Como eliminar um elemento de um vector? A resposta é muito sim-
ples: recorrendo & matriz vazio, denotada em Matlab, por [ ]. Assim, se se
pretender eliminar o primeiro elemento do vector, basta executar. . .

>>C(1)=[] [enter]
C =
2568210 -1 35 10

O comprimento do vector passou de 9 elementos para 8. O primeiro elemento
foi eliminado e todos os outros foram deslocados para a esquerda uma posicao.
A nova dimenséao do vector pode ser confirmada recorrendo & funcao length().
Esta funcdo leva como argumento um vector e retorna o nimero de elementos
desse vector?.

>>length(C) [enter]
ans = 8

Como inserir vectores coluna? De diversas formas. Uma delas consiste
na introducao de uma matriz linha aplicando-lhe, de seguida, a operacao de
transposicao. Por exemplo o vector:

pode ser introduzido como:

>>D=[4 6 -9 2]’ [enter]

2 Também pode ser aplicado a matrizes. Nesse caso retorna o maximo da dimensio da
matriz.
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A “plica”, a seguir ao vector, denota a operacdo de transposicdo. Outra
estratégia passa por separar os elementos do vector por ponto-e-virgula. O
exemplo que se segue ilustra isso mesmo.

>>D=[4;6;-9;2] [enter]

Ainda, e finalmente, os elementos podem ser inseridos individualmente se-
gundo a forma ilustrada subsequentemente:

>>D=[4 [enter]

6 [enter]
-9 [enter]
2 ] [enter]
D =

4

6

-9

2

Nos vectores colunas aplica-se tudo o que foi dito para os vectores linha
nomeadamente no que se refere a alteracao, introducao e supressao de elementos.

1.2.5 Matrizes

Os vectores linha e coluna sao casos particulares de matrizes em que uma das
dimensoes é exactamente 1. No caso genérico de uma matriz m X n esta pode
ser introduzida segundo as regras enunciadas para os vectores. Por exemplo a
matriz:

16 2 3
5 11 10
9 7 6

Pode ser inserida como:

>>E=[16 2 3;5 11 10;9 7 6] [enter]
E =

16 2 3

5 11 10

976

ou
ou ainda

Em matrizes a identificacdo de um determinado elemento pode ser feito de
duas formas distintas: fornecendo o indice da linha e da coluna ou, alternati-
vamente, o nimero do elemento. Este tltimo é definido, ao longo das colunas,
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>>E=[[16;5;9] [2;11;7] [3;10;6]] [enter]
E =

16 2 3

5 11 10

976

>>E=[16 2 3 [enter]
5 11 10 [enter]

9 7 6] [enter]

E =

16 2 3

5 11 10

976

comecando pelo primeiro elemento do topo da primeira coluna. Assim, se se
pretender aceder ao elemento da terceira linha, segunda coluna pode-se escre-
ver:

>>E(3,2) [enter]
ans = 7

onde o valor 3 representa o indice da linha e o 2 o indice da coluna ou, em
alternativa,

>>E(6) [enter]
ans = 7

A dimensao de uma matriz pode ser questionada através da funcao size().
Esta funcao leva, como argumento, uma matriz e retorna o nimero de linhas e
colunas dessa variavel. Por exemplo:

>>size(E) [enter]
ans =
33

Em matrizes nao faz sentido eliminar um elemento. No minimo é necessario
eliminar uma linha inteira ou uma coluna inteira. Assim, se fosse necessirio
eliminar a primeira coluna da matriz E a seguinte linha de cédigo deveria ser
escrita.

>>E([1 2 3],1)=[] [enter]
E =

23

11 10

76

Uma forma alternativa seria escrever:
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>>E(:,1)=[] [enter]

4 (%)

Neste caso o ‘2’ pode ser lido como “todas as linhas”. Obviamente se o ‘:
ocupar o lugar de 1 deve ler-se “todas as colunas”. Assim, para eliminar todos
os elementos de uma matriz pode escrever-se:

>>E(:,:)=[] [enter]
E =[]

ou, de forma mais compacta,

>>E=[] [enter]
E =[]

Note-se que, apagar todos os elementos de uma matriz, nao é sinénimo de
apagar a varidvel. Como se pode deduzir do exemplo anterior, a matriz E
continua a existir s que é vazia. Para uma varidvel ser eliminada do espago de
trabalho, independentemente do tipo, deve recorrer-se a fungao clear().

1.3 Operacoes algébricas entre matrizes

No Matlab estao definidas todas as operacoes algébricas elementares entre ma-
trizes. Para além da transposicdo, referida anteriormente, ha ainda a destacar a
adicao, produto interno, inversa entre muitas outras. Nesta seccao apresentam-
se algumas das fungoes mais recorrentes.

Seja A uma matriz com dimensao m xn e B uma matriz com dimensao n X p.
O produto interno entre ambas as matrizes é uma terceira matriz, designemo-la
por C, de dimensao m X p cujos elementos sao obtidos pela soma do produto dos
elementos de A (tomados coluna a coluna) pelos elementos de B (tomados linha
a linha). No Matlab essa operacgdo é executada por intermédio do operador ‘*’
conforme se mostra de seguida.

>>A=[1 2 3;4 5 6] [enterl]

IS
o

3
6

>>B=[7 8 9]’ [enter]
B =

7

8
9

E possivel definir outro tipo de produto, que se designa normalmente por
produto de Hadamard (ou Shur) e é efectuado elemento-a-elemento. Para essa
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>>C=A*B [enter]
C =

50

122

operacao ser executada é necessirio que as matrizes (ou vectores) tenham a
mesma dimensdo. Admitindo as seguintes matrizes:

aix aiz2 ais
A= a21 Q22 Q23
azi1 agz ass

bir bz bis
B = ba by b
bs1 b3z bss

O produto elemento-a-elemento é definido como:

a11bi1  ai2biz  ai3bis
A®B = | anba axbi az3bas
az1b31  azabsa  asszbsz

No Matlab esta operagdo é conseguida colocando um ponto (.) a preceder
o sinal de multiplicacao. Mais genericamente, um ponto antes de qualquer
operagao atribui-lhe a competéncia de ser executada “termo-a-termo”.

>>A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]; [enter]
>>B=[7 8 9;4 5 6;1 2 3]; [enter]
>>C=A.*B [enter]

C =

7 16 27

16 25 36

7 16 27

O leitor mais atento deve ter notado o aparecimento, a frente das duas
primeiras linhas, do sinal de ponto-e-virgula (;). Se comparar o resultado dessas
duas operagoes com as do quadro da pagina anterior conclui que, utilizando essa
pontuagao elimina o eco, para a tela, do resultado da execucao da operacao ou
fungado. Esta caracteristica é muito util em muitas circunstancias tal como no
caso de matrizes e vectores muito extensos.

Na tabela que se segue apresentam-se algumas das operagdes mais comuns
que podem envolver matrizes:

1.4 Meétodos para a criacao de matrizes

A introdugao dos elementos, um a um, pela linha de comandos apenas é razoavel
no caso de um numero relativamente baixo de elementos. No entanto, no caso
do numero de elementos ser elevado e, simultaneamente, existir um padrao
sistematico ou uma relagao funcional entre eles, existem formas mais expeditas
de introduzir esses vectores ou matrizes no espaco de trabalho.
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Tabela 1.1: Operagdes com matrizes.

Operacao Exemplo
Inversao inv() >>A=[1 2;3 41];
>>inv(A)

ans=

-2.0000 1.0000
1.5000 -0.5000
Soma das colunas de uma matriz sum() >>A=[1 2 3;4 5 6];
>>sum(A)

ans=

579

Produto das colunas de uma matriz prod() >>A=[1 2 3;4 5 6];
>>prod(A)

ans=

4 10 18
Determinante de uma matriz det() >>A=[1 2;3 4];
>>det (A)

ans = -2
Valores préprios de uma matriz eig() >>A=[1 2;3 4];
>>eig(A)

ans =

-0.3723

5.3723
Independéncia linear (rank) rank() >>A=[1 2;3 4];
>>rank (A)

ans = 2

Matriz diagonal e diagonal de matrizes | diag() >>A=[1 2;3 4];
>>diag(A)

ans =

1

4

Soma cumulativa cumsum() >>A=[1 2 3;4 5 6];
>>cumsum(A)
ans=

123

579

Trago de uma matriz trace() >>A=[1 2;3 4];
>>trace(A)

ans = 5

Por exemplo, suponha-se que se deseja criar um vector com os valores inteiros
de 0 a 1000. Este pode ser formado facilmente seguindo a forma sintictica
subsequente:

>>A=0:1000; [enter]

A linha que acabou de ser escrita pode ser lida como “cria um vector A com
valores de 0 até 1000”. Como o espagamento entre valores nao esta explicito,
o interpretador admite um espagamento unitario.

No entanto é possivel definir, explicitamente, um espagamento distinto, seja
ele racional ou ndo. Os quadros que se seguem mostram, respectivamente, a
criacao de um vector com valores de 0 a 1000 com espagamento de 0.1 e o mesmo
vector mas agora formado com os elementos em ordem decrescente. Note-se que
o0 passo estd pontuado entre sinais (:).

Alternativamente, em vez de se especificar o passo é possivel criar um vec-
tor conhecendo os limites superior e inferior e o nimero de elementos. Se o
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’ >>A=0:0.1:1000; %ascendente [enter]

’>>A=1000:—O.1:O; %descendente [enter]

espacamento entre os elementos for linear recorre-se & funcao linspace(). No
caso de a relacdo ser logaritmica existe a fungdo logspace() para o mesmo
efeito. O exemplo que se segue mostra a criacao de um vector com 5 elemen-
tos com valores compreendidos entre 0 e 5 e, por um lado, com espagamento
uniforme e, por outro, com espagamento logaritmico.

>>A=1linspace(0,5,5) [enter]
A =
0.00000 1.25000 2.50000 3.75000 5.00000

>>A=logspace(0,5,5) [enter]
A =
1 1.7783e+001 3.1623e+002 5.6234e+003 1.0000e+005

Existem ainda outras fungoes capazes de gerar matrizes de uso comuns como
é o caso da matriz identidade. A tabela que se segue resume algumas dessas
funcoes.

Para finalizar apresenta-se na tabela 7?7 um quadro resumo, ilustrado com
exemplos, de algumas das fungoes transcendentes em Matlab.

1.5 Graficos

O Matlab possui um vasto conjunto de fungdes associadas ao esbogo grafico de
fungoes. Neste documento, dado o seu objectivo, apenas se apresentam as mais
bésicas.

A fungdo mais comum para o desenho de graficos 2D é a fungéo plot(). Esta
fungao possui, no minimo, um argumento: o vector (ou matriz) que se pretende
desenhar. Neste caso o Matlab considera, como varidvel independente, os indices
do vector. Por exemplo imagine que se pretende representar graficamente a
fungdo y = x? para valores de x entre [0, 1] . Para isso é necessério comecar por
criar o vector da varidvel independente.

>>x=1linspace(0,1,100); [enter]

O namero de elementos do vector estd intimamente ligado a resolugao com
que se quer apresentar o grafico da funcao. Contudo, um valor muito elevado,
para além de nao trazer nenhum beneficio ao nivel visual, obriga a um aumento
excessivo da carga computacional tornando a funcdo plot() muito lenta a ser
executada. Por outro lado, um valor muito baixo pode levar a distor¢ao da
fungdo. Em seguida cria-se o vector da varidvel dependente:

>>y=x."2; [enter]
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Tabela 1.2: Funcoes associadas a criacao de algumas matrizes importantes.

Operacao Exemplo
Cria uma matriz de zeros com dimensdo esta- | zeros() >>A=zeros(2,4)
belecida no seu argumento. A=
0000
0000
Cria uma matriz de unidades com dimensao es- | ones() >>A=ones(1,3)
tabelecida no seu argumento. A=
111
Cria a matriz identidade. eye() >>A=eye(3,4)
A=
1000
0100
0010

Note a existéncia do ponto (.) antes da potenciagdo (*). Neste momento,
tanto a variavel dependente como a independente, existem no espaco de traba-
lho. O passo que se segue reside na apresentagdo do grafico usando a seguinte
formulacao:

>>plot(x,y); [enter]

O resultado desta operagao é apresentado, & frente, na figura 1.1. Como se
pode reparar o grafico aparece com alguma rudeza. Contudo é possivel alterar
muitas das suas caracterfsticas. E possivel adicionar-lhe um titulo, etiquetas
nos eixos, linhas de grade, marcadores, etc. De modo a ilustrar o que se acabou
de dizer execute, sem fechar a janela do grafico, os seguintes comandos:

’ >>title(‘y=x"2’); [enter]

Cria etiqueta no eixo das abcissas

’ >>xlabel (‘x’); [enter]

Cria etiqueta no eixo das ordenadas

’ >>ylabel(‘y’); [enter]

Observe que no Matlab uma string deve ser sempre limitada por plicas.
Note-se ainda que a formatacdo do texto segue a norma sintdxica do INTEX.
Mais sobre este assunto adiante.

Voltando a sequéncia de comandos anterior, o resultado encontra-se ilustrado
na figura 1.2.

Chama-se a atencdo que no Matlab todas as caracteristicas do grafico po-
dem ser alteradas directamente a partir da prépria janela do grafico. No en-
tanto todas as propriedades de um objecto podem ser alteradas a partir de
comandos especificos. Neste caso, essas alteragoes requerem os apontadores
(handles) dos objectos (grafico, etiquetas, etc) utilizando, posteriormente, as
funcoes set()set() e get()get() para alterar as propriedades desses mesmos
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Tabela 1.3: Cédigo de 3 bit para uma mensagem com alfabeto de dimensao 8.

Operacao Exemplo

Fungdes trigonométricas sin() >>sin([0 pi/2 pil)
cos() ans =
tan() 0.00000 1.00000 0.00000
cot()

Fungoes trigonométricas inver- | asin() >>atan(Inf)

sas acos() ans =
atan() 1.5708
acot()

Fungdes hiperbdlicas sinh() >>A=coth(eye)
cosh() A=
tanh() 1.3130
coth()

Fungdes hiperbdlicas inversas asinh() >>acosh(0)
acosh() ans =
atanh() 0 + 1.5708i
acoth()

Logaritmo natural log() >>log(1)

ans =
0
Logaritmo de base 10 log10() >>10g10(10)
ans =
1

Exponencial exp() >>exp (1)

ans =
2.7183
Raiz quadrada sqrt() >>sqrt (2)
ans =
1.4142
Factorial factorial() >>factorial(10)
ans =
3628800
Moédulo abs() >>abs(-1)
ans =
1

Potenciagao - >>2°3
ans =
8

>>hnd=plot (x,y); [enter]
>>set (hnd, ’LineWidth’,8); [enter]

objectos. Por exemplo se desejarmos aumentar a espessura da curva basta exe-
cutar a seguinte sequéncia de comandos:
o resultado encontra-se ilustrado na figura 1.3.

O conjunto das propriedades, de um dado objecto, que admitem alteragao
podem ser acedidas através da fungdo get(). Por exemplo:

1.5.1 Graficos com multiplos tracados

Por vezes existe a necessidade de se contrastarem dois gréaficos simultaneamente.
Em Matlab isso pode ser conseguido de, pelo menos, trés formas: A primeira
acontece naturalmente se a varidvel a representar for uma matriz em vez de
um vector. A outra consiste em colocar, dentro da fungio plot(), os pares das
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Figura 1.1: Representacio grafica da funcio y = 2

Figura 1.2: Gréfico de y = 2% agora com etiquetas e titulo.

varidveis independente e dependente separadas por virgulas. A terceira recorre
ao uso da fung@ao hold. Comecemos por analisar esta ultima. Para isso imagine
que se pretende tragar, no mesmo gréfico, as curvas associadas a duas fungoes
distintas digamos,

y=aez=2a%comz € [0,1] (1.1)

Comega-se pela criagao dos vectores associados as varidveis em questao:

Seguidamente ordena-se para tragar o grafico associado & primeira fungao
com:

Para desenhar o grafico da segunda funcao na mesma figura é necessério
“congelar” a janela de visualizacdo, caso contrario o gréfico inicial desaparece
para dar lugar ao novo. Para efectuar a retengdo do primeiro gréfico executa-se
a funcao:

Posteriormente ja é possivel executar o tragado da segunda fungao com:

Observe agora que a fungao plot possui trés argumentos de entrada. Nesta
formatacgao o iltimo parametro refere-se a um atributo aplicado & curva tracada
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Figura 1.3: Grafico de y=x2 com trago mais espesso.
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>>get (hnd) [enter]
BeingDeleted = off
ButtonDownFcn =
Children = [ 1]
Clipping = on

Color = [ 0,0000 0,0000 1,0000 ]
CreateFcn =

DeleteFcn =
HandleVisibility = on
KeyLabel =

LineStyle = -
LineWidth = 0,5000
Marker = none
MarkerEdgeColor = auto
MarkerFaceColor = none
MarkerSize = 6,0000
Parent = [ -41,3772 ]

Tag =

Type = line
UserData =
Visible on

XData = [ (100 by 1) array of double ]
YData = [ (100 by 1) array of double ]
ZData = [ ]

>>x=linspace(0,1,100); [enter]
>>y=x."2; [enter]
>>z=x."3; [enter]

>>plot(x,y); [enter]
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’>>hold on; [enter]

’ >>plot(x,z,’r’); [enter]

(neste caso desenha o gréfico com a cor vermelho). Os tipos de atributos
possiveis de aplicar a linha encontram-se documentados na tabela que se se-
gue.

Tabela 1.4: Cdédigos para atributos de linhas em graficos.

cores Marcadores

Magenta m Ponto .
Ciano c Circulo (o]
Vermelho r Marca x X
Verde g Cruz +
Azul b Estrela *
Amarelo y Quadrado S
Preto k Losango D
Tipo de Linha Triangulo (baixo) \
Sélida - Tridngulo (cima) -
Ponteada : Tridngulo (esquerda) <
Ponto/Traco - Tridngulo (direita) >
Tracejado - - Pentagrama/Hexagrama p/h

O resultado final possui o seguinte aspecto:

BE; S

05 B

Figura 1.4: Gréfico de y=x2 com trago mais espesso.

Qualquer execucao subsequente de fungoes plot ird acrescentar & janela ja
aberta uma nova curva. Por exemplo executando,

’>>plot(x,y.*z, ’k:?); [enter]

sem fechar a janela anterior tem como resultado, o aparecimento de um
segundo tragado como se pode ver na figura 1.5. Para “descongelar” a janela
basta escrever:
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>>hold off; [enter]

A partir deste momento, qualquer novo tracado ird eliminar os existentes.
Experimente executar o ultimo comando de plot!

Figure 1.0 Q@E‘

BE o

Figura 1.5: Grafico de y=x2 com trago mais espesso.

Outra alternativa para o desenho de vérios tragados sobre o mesmo grafico
passa pela utilizacdo da fungdo plot com tantos pares de argumentos quantos
o numero de graficos a desenhar. Por exemplo a figura anterior também pode
ser obtida por:

>>x=linspace(0,1,100); [enter]
>>y=x."2; [enter]

>>z=x."3; [enter]

>>w=y*z; [enter]
>>plot(x,y,x,z,x,w); [enter]

Note-se que agora a propria funcido plot distingue, automaticamente, cada
um dos tracados com cores diferentes. O resultado desta execugdo encontra-se
impressa na figura 1.6.

No entanto, se assim se desejar, é possivel aplicar uma formatacao particular
para uma ou mais das curvas esbogadas. Por exemplo:

>>plot(x,y,’-‘,x,z,’pk’,x,w); [enter]

cujo resultado se encontra visivel na figura 1.7.

Para melhorar a legibilidade deste tipo de graficos normalmente utiliza-se
uma legenda onde se refere, através de um cédigo de cores ou marcadores, qual
o tragado correspondente a cada uma das fungoes.

No Matlab a funcdo legend() executa essa operagdo. Assim, e sem fechar
a janela do grafico, escreva e execute a seguinte linha de cédigo.
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Figura 1.6: Grafico de y=x2 com traco mais espesso.

05 B

Figura 1.7: Grafico de y=x2 com traco mais espesso.

>>legend(‘y=x"2’,’z=x"3’,’w=y*z’); [enter]

O gréafico anterior passa a ter, agora, o aspecto da figura 1.8.

A terceira, e ultima estratégia, para a apresentacao de varios tragados simul-
taneamente segue do facto da fungao plot admitir matrizes como argumento.
Neste caso, cada coluna da matriz é interpretada como uma fungado. Assim, o
grafico anterior poderia ser obtido pela execucao do seguinte excerto,

>>plot(x, [y’ z’ (y.*z)’]) [enter]
>>legend(‘y=x"2’,’2=x"3",’w=y*z’); [enter]

As operagoes de transposicao sobre os vectores da varidvel dependente devem-
se ao facto desses vectores serem vectores linha e desejar-se que passem a vectores
coluna. Observe ainda como podem ser concatenados varios vectores de modo a
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B Figure 1.0 g@g‘
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Figura 1.8: Grafico com legenda.

formar uma matriz! (note que todos os vectores devem possuir o mesmo nimero
de linhas)

1.5.2 Janela com multiplos graficos

Ja se viu na secgao anterior que existe a possibilidade de, no mesmo grafico, co-
existirem mais do que um tragado simultaneamente. Para além disso é possivel
definir em Matlab uma janela onde podem coexistir vérios gréficos (que por sua
vez podem admitir diversos tracados simultaneos). A fungio que permite execu-
tar este fraccionamento da figura em vérios graficos é designada por subplot().

Para se perceber o modo de operacao desta funcao admita que uma dada
janela de visualizacdo possa ser compreendida como uma matriz vazia. Se de-
sejarmos desenhar dois graficos a janela deve dividir-se em uma de duas formas
conforme se ilustra na figura 1.9.

Neste contexto a divisao da esquerda pode ser interpretada como a estru-
turagdo da matriz vazia referida anteriormente, numa matriz com duas linhas
e uma coluna. Por seu lado, a figura da direita pode ser entendida como uma
matriz de graficos com uma linha e duas colunas.

GRAFICO 1

GRAFICO 1
GRAFICO 2

GRAFICO 2

Figura 1.9: Estratégia de divisdo da janela de visualizagao (I).

Este conceito pode generalizar-se para um numero arbitrario de linhas e
colunas conforme se pretende ilustrar com a figura subsequente.
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YR : :

LINHA 1

LINHAN

COLUNA 1! coLuna2; COLUNAM

Figura 1.10: Estratégia de divisdo da janela de visualizacao (II).

A funcao subplot deve ser executada com trés argumentos de entrada. Os
dois primeiros dizem respeito ao nimero de “linhas” e “colunas” com que se
quer dividir a janela, i.e. definem o numero de graficos a desenhar e a sua
organizacao. O terceiro representa um apontador que indica qual dos graficos
deve ficar activo. Qualquer instrugao de plot executada subsequentemente ira
tracar a curva no grafico que estiver activo.

De modo a ilustrar o funcionamento desta funcao admita que se pretende
tragar as funcoes:

y =z xsin(2nz),z € [0, 4]
T

(1.2)

z = x x cos(27z),

em dois gréficos diferentes dentro da mesma janela. Para isso basta executar
a seguinte sequéncia de instrucoes:

>>x=linspace(0,4,100) ;y=x.*sin(2*pi*x) ;z=x.*cos(2*pi*x); [enter]
>>subplot(2,1,1) ;plot(x,y);title(‘funcl’); [enter]
>>subplot(2,1,2);plot(x,z);title(‘func2’); [enter]

Observe que neste excerto existem vérios comandos colocados na mesma
linha. De facto é possivel introduzir, na mesma linha, um nimero arbitrario de
comandos devendo estes estar separados por virgula ou, alternativamente, por
ponto-e-virgula.

A segunda linha comeca por criar uma janela de visualizacdo dividida, ho-
rizontalmente, em duas e activa o grafico da linha superior. Seguidamente o
tragado é esbocado recorrendo a funcao plot. A ultima linha activa o grafico
da linha inferior e, através do comando plot, desenha o grafico de z contra z.
O aspecto final deste conjunto de comandos encontra-se ilustrado na figura que
se segue.
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Figura 1.11: Dois gréficos sobre a mesma janela de visualizago).

1.5.3 Graficos 3D

No Matlab também é possivel desenhar curvas em R3. O desenho de gréficos
neste contexto nao é muito diferente do que se viu anteriormente. A princi-
pal diferenga reside no facto de agora existir uma terceira componente. Para
absorver essa alteracao o comando plot passa a ser plot3.

Por exemplo o desenho da seguinte fungdo em 3D:

y = x xsin(2rz),x € [0, 4]
2z = x * cos(2rz),x € [0, 4]

(1.3)

Passa a ser codificada em Matlab por:

>> x=linspace(0,8,800); [enter]
>> y=x.*sin(2*pix*x); [enter]
>> z=x.*xcos(2*pix*x); [enter]
>> plot3(x,y,z) [enter]

>> grid on [enter]

O aspecto final do grafico encontra-se na figura que se segue. Observe ainda
a fungdo grid() na dltima linha de comandos. Esta funcdo, quando activa,
desenha linhas de grelha sobre a figura. Para inactivar esta caracteristica basta
escrever grid off.

Para terminar este tema, deixa-se aqui o reparo de que também é possivel
desenhar superficies tridimensionais. Os exemplos que se seguem ilustram algu-
mas, de entre muitas outras, possibilidades oferecidas.

>> [theta,psi]l=meshgrid(-pi:pi/10:pi); [enter]

>> z=sin(theta); [enter]

>> surf (cos(theta) .*cos(psi),cos(theta).*sin(psi),z); [enter]
>> colormap bone; [enter]
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Figura 1.12: Grafico com 3 componentes.

Figure 1.0 E‘@‘El

BE >

Figura 1.13: Desenho de uma superficie esférica.

>> [alfa,beta] = meshgrid(-10:0.25:10,-20:0.25:0); [enter]

>> gama = sinc(sqrt((alfa/pi)."2+(beta/pi)."2)); [enter]

>> mesh(alfa,beta,gama); [enter]

>> axis([-11 11 -21 1 -0.3 1.1]); [enter]

>> xlabel(’\fontsize{18} \color{red}\bf \alpha’); [enter]

>> ylabel(’\fontsize{18} \color[rgbl{.5 .5 .5}\bf\beta’); [enter]
>> zlabel(’\fontsize{18}\bf\gama’); [enter]

>> hidden off [enter]

Ao encerrar esta secgdo tecem-se os tltimos comentdrios aos excertos de
cédigo anteriores. A funcdo meshgrid retorna todas as combinagoes possiveis
entre as varidveis independentes dentro do dominio especificado no seu argu-
mento. Note que a func@o pode devolver mais do que uma matriz. Sobre isso
falaremos na secgao que se segue.

A funcao surf serve para desenhar uma superficie e a funcdo mesh serve
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apenas para desenhar a malha da superficie. Cada uma delas leva, no minimo,
trés argumentos (todos eles do tipo matricial) referentes aos trés eixos ordena-
dos.

Figure 1.0

Figura 1.14: Desenho da malha de uma superficie suave..

A funcéo axis() que aparece no cédigo associado ao seno cardinal (sinc())
permite alterar os limites de cada um dos eixos. A sua sintaxe deve ser especi-
ficada da seguinte forma:

axis([xmin xmax ymin ymax zmin zmax])

Note que esta fungao também pode ser aplicada em graficos 2D. Como se
deve suspeitar, nesse caso, a componente z nao é definida, i.e.

axis([xmin xmax ymin ymax])

Em parédgrafos anteriores falou-se na eventualidade de formatar o texto re-
correndo, para isso, a comandos do INTEX. E exactamente isso que se fez quando
se colocou as etiquetas sobre os eixos na segunda fungao 3D. Os comandos em
ETEXsao iniciados pelo caractere ‘\’. As tabelas que se seguem apresentam al-
guns comandos e simbolos que podem ser inseridos e executados nas etiquetas.

A funcédo colormap() no primeiro exemplo atribui, a figura, uma determi-
nada paleta de cores. As paletas admissiveis sdo, de entre muitas outras, bone,
copper, hot, cold e pink.

Finalmente a fungao hidden possui dois argumentos possiveis, on ou off, e
permite tornar, ou nao, a superficie semi-transparente.

1.6 M-Files: scripts e funcgoes

Se bem que esta seccao trate simultaneamente de scripts e fungdes, ambos
0s conceitos, como veremos & frente, tem muito pouco a ver. No entanto
encontram-se sobre a mesma sec¢ao dado que ambas estao associadas a execugao
de rotinas aninhadas em ficheiros.
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Tabela 1.5: Propriedades associadas as string.

Comando Comando
Negrito \ bf Cor \ color{nome_da_corf}
Itdlico \it Cor RGB \color[rgb]{R G Bi}
Normal \rm Nome da fonte \fontname{nome_da_fonte}
Obliqua \sl Tamanho da fonte \fontsize{tamanho_da_fonte}

1 O nome da cor pode ser um de entre os seguintes: red, green, yellow, magenta, blue, black
ou white.

1 O valor associado a cada um dos componentes RGB é um nimero real entre 0 e 1

Tabela 1.6: Letras e simbolos formato ETEX.

Letras Gregas e Simbolos Matematicos

\alpha | « \upsilon [ v \sim i \rho P \forall v \partial 7]
\beta Jé] \phi © \leq = \sigma o \exists 3 \bullet °
\gammg \chi X \infty 8 \varsigmal ¢ \ni E) \div +
\delta | & \psi P \clubsuit & | \tau T \cong =~ | \neq ?
\epsilon e \omega w \diamondsuit & \equiv = | \approx | ~ | \aleph a
\zeta ¢ \Gamma | T \heartsuit M \Im 1 \Re R | \wp P
\eta n \Delta A | \spadesuit [ \otimes @ | \oplus ® | \oslash 0
\theta | 6 \Theta [S) \leftrightarrow | < | \cap N \cup U \supseteq B}
\langle | { \Lambda| A \leftarrow < | \supset D \subseteq| C \subset C
\iota L \ Xi = \uparrow 1 \int ? \in [S \o o
\kappa | \Pi 11 \rightarrow — | \rfloor ] \lceil [ \nabla v
\lambda A \Sigma ) \ downarrow 1 \Ifloor \cdot . \ldots ...
\mu I \Upsilon | T \circ o \perp L | \neg - \prime 7
\nu v \Phi $ | \pm + | \wedge A \times x \0 %]
\xi 3 \Psi ¥ [ \geq = | \rceil \surd v \mid |
\pi I \Omega | Q \propto o \vee Y \varpi w | \copyright | ©

1.6.1 Scripts

O MATLAB possui um histérico dos comandos que vao sendo executados. Esse
histérico pode ser revisitado bastando, para isso, pressionar as teclas de Up e
Down do teclado. De cada vez que essas teclas sao pressionadas um determinado
comando transacto toma o lugar no prompt da linha de comandos. Este conceito
mostra-se muito util no caso de se pretender alterar alguma das caracteristicas
de um comando j& introduzido ou, tao simplesmente, se se desejar re-executar
um dado comando.

No entanto, quando um dado comando depende do resultado de outros este
método torna-se, na melhor das hipéteses, fastidioso. Para contornar este pro-
blema introduz-se agora o conceito de script.

Um script nao é mais do que um conjunto de comandos armazenados num
ficheiro ASCII. Para clarificar imagine o conjunto de comandos do exemplo ante-
rior escritos, ndo na linha de comandos, mas num ficheiro aberto pelo programa
Notepad§do Windows§como se ilustra na figura que se segue.

Seguidamente guarde esse ficheiro, com extensdo .m, num directério (pasta)
a sua escolha por exemplo guardar o ficheiro com nome meu_scriptl.m no di-
rectério C:\matlab_files.

Para executar o ficheiro recém-criado basta escrever o seu nome na linha de
comandos do Matlab. No entanto é necessario ter o cuidado de verificar se o
directério de trabalho [ Working Directory| inclui o directério onde se encontra
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B meu_script! - Bloco de notas:

Ficheiro Editar Formatar Yer Ajuda

[alfa,beta] = meshgrid(-10:0.25:10,-20:0.25:0);

gama = sincCsgrtC{alfaspid. 42+ (hetaspid. A2d);
mesh(alfa,beta, gamal;

axis([-11 11 721 1 -0.3 1.110;

x1ahbel(' \fnnts'lze{lB}\cD'IDr‘{red}\bf\a'\ph PH

wlabel( “fontsize{l8}\color [rg 14.5 .5 5}\bf\beta I3
zlabel( ' \fontsize{18\bf\gama™);

hidden off

Figura 1.15: Comandos do MATLAB escritos na aplicagido “bloco de notas” do Win-
dows.

o ficheiro a executar. Caso contririo basta alterar o directério de trabalho na
combo-box existente para o efeito.

Depois do directério de trabalho alterado escreva, na linha de comandos,

>> meu_scriptl [enter]

Se todos os passos referidos anteriormente foram devidamente seguidos os
comandos escritos no ficheiro serao executados sem erro.

Uma nota adicional sobre o editor de texto. Se bem que neste exemplo tenha
sido utilizado o Notepad§nao invalida que possa ser usado outro editor de texto
nao-formatado qualquer. Com efeito o préprio Matlab possui um editor de texto
embebido. Para o executar basta escrever na linha de comandos:

>> edit [enter]

Frequentemente existe a necessidade de identificar o conjunto de instrugoes
incluidas num ficheiro M [designado por M-File], i.e. qual o objectivo da
sequéncia de comandos e/ou o resultado de cada instrucdo. Este facto apela
para o uso de comentérios no cédigo escrito. Para o interpretador de coman-
dos, o sinal % indica que, qualquer caracter ou conjunto de caracteres escritos
posteriormente a esse sinal se destinam a comentérios e serao ignorados. Um
exemplo do que acabou de ser dito pode ser observado na figura subsequente.

& meu_script.m - SciTE M=1E3]
Fle Edi Search View Tools Options Language Buffers Help
DUl & 5= = Qab

= APRESENTA UM GRAFICO 3D ~

[2lfa,beta] = meshgrid(-10:0.25:10,-20:0.25:0);

gama = sinc(sqrt((alfa/pi) . 2+(betafpi) . "2)}; % Rugio
nesh(alfa,beta, gana) ;

axis([-11 1L -21 1 -0.3 L.1}}
xlabel('\fontsize(16)\color (red}\bf\alpha');
plabel('\Contsize(18)\color[rab]{,§ .5 .5} \bEvbeta’);
zlabel(*\fontaize (16)\bE\ama’) ;

hidden off  Seni-Transparente

k(512008 7.F.Coelho

< »
li=10 co=1 INS (CR+LF)

Figura 1.16: Comandos do MATLAB escritos na aplicagdo “bloco de notas” do Win-
dows.
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1.6.2 Funcoes

O numero de func¢oes embebidas no proéprio niicleo do Matlab é bastante redu-
zido quando comparado com o numero total de funcoes disponiveis. Isto porque
é dada a possibilidade ao utilizador de criar as suas préprias fungoes utilizando,
dentro destas, outras fungoes ja existentes.

A criagao de fungoes em Matlab é bastante simples bastando para isso res-
peitar uma sintaxe de base semelhante para todas as fungoes. O primeiro passo
para a construgao de uma fungao consiste em abrir um ficheiro de texto nao-
formatado (como aconteceu com o script). Para isso basta abrir um dos editores
de texto do Matlab através, por exemplo, da instrugao edit escrito na linha de
comandos.

O que distingue um script de uma funcdo é a palavra reservada function
que deve ser escrita no inicio do arquivo. A seguir a function deve escrever-se o
nome da fun¢do. Esse nome nao pode conter espagos em branco nem caracteres
especiais tais como o ponto-final, cedilhas etc.

Uma funcao pode ou nao possuir argumentos de entrada e pode, ou nao,
possuir argumentos de saida. Se existirem argumentos de entrada estes devem
ser colocados, separados por virgulas, entre paréntesis curvos logo a frente do
nome da funcdo. Por outro lado, se existirem argumentos de saida, estes devem
ser incluido, também separados por virgulas, entre paréntesis rectos atras do
nome da fungdo. Nesse caso o sinal de igual deve preceder o nome da funcao.
As linhas que se seguem ilustram o cabegalho para fungbes sem argumentos, s6
com argumentos de entrada, s6 com argumentos de saida e com argumentos,
tanto de entrada como de saida.

function nome_da_funcao

function nome_da_funcao (inl,in2,...,%inn)
function [outl,out2,...,outk]l=nome_da_funcao
function [outl,out?2,...,outkl=nome_da_funcao (inl,in2,...,<nn)

Admita que se pretende criar uma funcéo, a que chamaremos soma_quadrado,
capaz de realizar a soma do quadrado das componentes de um vector, i.e.

Y=Y X}

Neste caso a funcao deverd possuir um parametro de entrada, o vector X, e
um parametro de saida, o escalar Y. Assim sendo o cabegalho da funcéo terd o
seguinte aspecto®:

function [Y]=soma_quadrado(X)

A rotina que a funcdo deve executar serd definida nas linhas que se seguem
ao cabecalho. Neste caso poderia ser, por exemplo:
Depois de escrever estas linhas no ficheiro guarde-o com o mesmo nome da
[ b2

fungado tendo o cuidado de lhe acrescentar a extensdo “.m”. A execugdo da
funcao faz-se agora através da linha de comandos como se mostra a seguir.

3Efectivamente, quando existe apenas uma varidvel de saida os parénteses rectos podem
ser eliminados.
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X=X(:); ’% obriga a que X seja um vector coluna
V=X’ *X;

>> soma_quadrado([1 2 3 4 5])edit [enter]
ans = 55

Neste caso pretende determinar a soma do quadrado do vector linha [1 2 3
4 5]. O resultado desta operacao nao foi afectado a nenhuma varidvel por isso
é destinada a varidvel ans. No entanto o resultado poderia ser canalizada para
uma varidvel de ambiente como se mostra de seguida.

>> resultado=soma_quadrado([1 2 3 4 5])edit [enter]
resultado = 55

Edite novamente esta funcao e acrescente os seguintes comentarios:

function [Y]=soma quadrado (X)

% Calcula, e retorna, a soma quadratica de um vector.
% Utilizag8o:

% Y=soma_quadrado (X)

% onde X é um vector e Y é um escalar

% (c)2008 J.P.Coelho

X=X(:); % obriga a que X seja um vector coluna
Y=X’*X;

Salve novamente o arquivo e execute na linha de comandos:

>> help soma_quadrado [enter]

Calcula, e retorna, a soma quadratica de um vector.
Utilizacgdo:

Y=soma_quadrado (X)

onde X é um vector e Y é um escalar

O que pode concluir?

O interpretador considera que qualquer comentario entre function e a pri-
meira instrugdo, ou linha em branco, se refere a texto de apoio & rotina (help).
Os restantes comentarios sdo considerados documentacao da rotina.

Uma ultima chamada de atencao antes de passar ao tema seguinte. Todas
as variaveis criadas dentro de uma fungao sao locais a essa fungao. Isto significa
que duas fungées distintas podem usar o mesmo nome para designar uma dada
variavel. Qualquer varidvel dentro de uma funcgao é inacessivel pelo espago de
trabalho. O mesmo nao acontece com os scripts onde as varidveis utilizadas e
criadas pertencem ao espaco de trabalho.

Um aparte também sobre a forma como uma fungao termina. Qualquer
funcao termina apos a execucao da ultima instrucao dentro do ficheiro. Contudo,
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por vezes, é necessirio terming-la prematuramente (nos casos, por exemplo,
em que um determinado erro surgiu). Nesses casos é possivel utilizar a funcédo
return. Um exemplo sobre a sua utilizagao apresenta-se na seccao que se segue.

A programacio avancada em Matlab pode ainda ser feita de outras formas.
Por exemplo é também possivel escrever programas em C e FORTRAN capazes
de interagir com o Matlab. No entanto o desenvolvimento destes tépicos estd
muito para além do escopo deste texto.

1.7 Instrugoes para controlo de fluxo

Como deve saber o seno cardinal de um argumento z, expresso como sinc(z), é

por defini¢do:
sin(x)
. _ — T #0
sinc(z) = { [ 220

Observe-se que a fungao estd definida por dois ramos onde a decisao de qual
utilizar depende da variavel z. Como explicar isto ao Matlab? Viu-se até agora
que o Matlab executa as instrugoes de forma sequencial. Contudo este caso
exige que, em dado momento, a fungdao se comporte de forma diferente.

Esta seccao vem responder a este problema. Irad tratar-se de algumas das
estratégias que existem para controlo da direccao do fluxo de um programa
em Matlab. Essa reorientacao pode ser radial, no sentido de que existem, em
paralelo, varios caminhos que o programa pode seguir, ou entao pode ser ciclica.
Esta dltima no caso de se pretender executar o mesmo conjunto de operagoes
um numero, pré-determinado ou nao, de vezes.

1.7.1 Expressoes Condicionais

O problema posto no inicio desta secgao poderia ser resolvido por uma fungao
com a seguinte arquitectura:

function Y=senocardinal (X)

if X7=0,
Y=sin(X) ./X;
else
Y=1;
end

A escolha de um dos dois ramos é conseguida & custa da expressdo if. A
sintaxe associada a esta funcao encontra-se descrita subsequentemente:

if condigdo
elseif condigdo
else

end
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A condicéo refere-se a uma expressao logica que pode ser verdade ou falsa.
Associada & definicdo da condigdo encontram-se as seguintes operagoes relacio-
nais:

Tabela 1.7: Lista das condigoes l6gicas em Matlab.

== Igual <= Menor ou igual
= Diferente && Conjuncao

> Maior [l Disjuncao

< Menor - Negacao

>= Maior ou igual

Outra alternativa, em muitas situacoes, a expressao if é a expressao switch.
Este comando alterna entre diversos casos dependendo da avaliacao de uma dada
expressao condicional. A forma sintactica é a que se segue.

switch ezpressdo
case condigdol,

case {condigdo2, condigd@o3, ...},
otherwise

end

Por exemplo a situagao anterior poderia igualmente ser contornada da se-
guinte forma:

function Y=senocardinal (X)

switch X,

case 0, Y=1;

otherwise Y=sin(X)./X;
end

1.7.2 Ciclos

Nao é uma tarefa singular, dentro de uma rotina de computacao numérica,
existirem partes do cédigo que devem ser repetidos um numero arbitrario de
vezes. O MATLAB contempla essas situagoes com dois comandos distintos: o
ciclo for e o ciclo while.

O primeiro ¢ utilizado no caso de se conhecer a priori o nimero de iteragoes
que o ciclo deve executar. Caso contréario recorre-se a expressao while.

Imagine-se, por exemplo, que se pretende uma fungao capaz de determinar
a sequéncia de Fibonacci de ordem n. Esta sequéncia é calculada a partir da
seguinte férmula de recursao:

Fp=Fr, 14+ Fr_o (1.4)

onde, inicialmente, F1 = F, =1ek €N
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Uma forma de dar resposta a esta questao consiste em executar a operagao
definida a partir de um ciclo conduzido n-2 vezes. A funcao que se segue repre-
senta uma sugestao para este problema:

function serie=fibonacci(ordem)
% Retorna a sequéncia de Fibonacci

if ordem<=0,
disp(’ERRO: A ordem deve ser > 07’);
return;
elseif ordem==
serie=1;
elseif ordem==2,
serie=[1 1];
else
serie(1:2)=1;
for k=3:ordem,
serie(k)=serie(k-1)+serie(k-2);
end
end

O cédigo acima descrito pode ser visto como formado por duas componentes
em niveis hierarquicos distintos: uma de deteccao de falhas e outra de execugao
da série propriamente dito.

Relativamente ao primeiro, é importante, e é também boa pratica de pro-
gramagcao, dotar qualquer cédigo com mecanismos, nem que sejam bésicos, para
a deteccao de erros. Neste caso apenas se prevé erros associados ao argumento
de entrada. No entanto, em muitas situagoes, é necesséario analisar possiveis vi-
olagoes ao longo do programa (por exemplo matrizes mal condicionadas, divisoes
por zero, etc.).

Voltando ao cédigo, a cadeia de if testa se o argumento de entrada “ordem”
é, ou nao, inferior ou igual a zero. No caso afirmativo a sequéncia nao pode ser
calculada. O resultado é o aparecimento de uma mensagem de erro no espago
de trabalho seguido do fim da fung@o. A mensagem de erro é gerada recorrendo
a funcao disp. Esta fung@o leva, como argumento, uma cadeia de caracteres
(string) que apresenta no espago de trabalho, i.e.

’ disp(‘string_a_colocar_-no_espago_de_trabalho’)

o término da funcao neste caso é conseguido por meio da instrugao return.

O nucleo da funcao criada encontra-se encabecada pela instrucao de ciclo
for. Em termos sintacticos esta fungao segue o seguinte formato:

for var=v1l:passo:v2

end
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Inicialmente a varidvel var toma o valor de vi. Ao fim do primeiro ciclo
é incrementada (decrementada) de uma quantidade igual a passo e passa ao
segundo ciclo. O ciclo for é executado enquanto var for menor (ou maior) que
v2.

Nos casos em que o numero de iteragoes a ser executadas é desconhecido o
comando for deve dar lugar ao comando while na implementacao de ciclos. A
instrucao while deve ser usada de acordo com a seguinte estrutura:

while condigdo

end

Onde “condi¢do” se refere a uma expressdo légica que é avaliada recorren-
temente. Em cada iteragao a condicao légica é testada. Enquanto o seu valor
l6gico for verdadeiro o ciclo é executado. Quando a condig¢ao passa a falso o
ciclo é quebrado e a fungao executa a instrugao seguinte. Note que é possivel
sair antecipadamente de um ciclo (tanto while como for) recorrendo & instrugéo
break. Por exemplo observe o seguinte excerto de cédigo.

X=0;

while X<100
Y=X-80;
if Y==0, break; end
X=X+1;

end

Utilizando a instrucao while, a funcao de Fibonacci pode tomar a seguinte
forma:

function serie=fibonacci(ordem)
% Retorna a sequéncia de Fibonacci

if ordem<=0,
disp(’ERRO: A ordem deve ser > 0’);
return;
elseif ordem==
serie=1;
elseif ordem==2,
serie=[1 1];
else
serie(1:2)=1;
k=3;
while k<=ordem,
serie(k)=serie(k-1)+...
serie(k-2);
k=k+1;
end
end

Para além da utilizagao do comando while, esta versao da fungao de Fibo-
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nacci possui uma pequena alteracao na forma como a equagao da série foi in-
troduzida. Note a existéncia de reticéncias (---) que permitem, dentro de uma
fungao, script ou linha de comandos, partir uma fungao, operagao ou equagao
em diversas linhas.

1.8 Leitura e escrita de dados em ficheiros

Em muitas situacoes existe a necessidade de importar dados de ficheiros para
o Matlab para poderem ser manipulados. Adicionalmente pode também ser
necessario guardar, num ficheiro, variaveis e resultados de operacoes executadas
no Matlab. Devido a estes e outros motivos o Matlab possui fungoes capazes
de realizar operagoes de manipulagdo de ficheiros. Algumas destas rotinas séo
exploradas no decorrer desta secgao.

1.8.1 O par fscanf e fprintf

Para quem ja tem alguma experiéncia de programacao em C reconhece imedi-
atamente as fungoes fscanf e fprintf. No entanto existem algumas pequenas
diferencas dado que sobre o Matlab estas sao vectorizadas.

A funcéo fscanf permite importar, para uma varidvel, o contudo de um fi-
cheiro sob uma determinada formatacdo. A sua forma mais simples é a seguinte:

contetddo_do_ficheiro=fscanf (identficador,’ formatagdo’)

O identificador é um ponteiro para o ficheiro. Esse ponteiro é gerado a partir
da funcdo fopen(). A fungio fopen leva como argumentos o nome do ficheiro
e o tipo de permissdo relativamente ao acesso. A permissdo pode ser, entre
outras, de leitura (r) ou escrita (w). Em termos sintdcticos a funcdo fopen
deve seguir a seguinte formulagao:

identificador=fopen( ‘nome_do_ficheiro’, ’permissdo’)

As especificagdes de conversdo, identificadas no campo de formatacao, in-
dicam o tipo de dados que devem ser lidos para a varidvel de destino. Estas
especificacées tomam a forma de uma string encabecada pelo caractere ‘%’.
Caracteres de conversao validos sdo, entre outros, as letras ¢ (ler sequencia de
caracteres), s (ler sequencia de caracteres ignorando os espagos), d (ler valores
decimais inteiros) e f (ler valores de virgula flutuante).

No fim do processo de leitura ou escrita sobre o ficheiro este deve ser fechado.
Para isso existe a fungdo antagénica ao fopen(): o fclose(). Esta instrugio
apenas requer o identificador do ficheiro devendo ser executada da seguinte
forma:

fclose(identificador)

Em jeito de experiéncia passemos a importar o ficheiro readme.txt, que se
encontra na raiz do directério do Matlab. Para isso executemos a seguinte
sequéncia de comandos:
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>> fp=fopen(‘README.txt’,’r’); [enter]
>> A=fscanf (fp,’%c’); [enter]

>> fclose(fp); [enter]

>> whos A [enter]

>> A [enter]

Sugestao: compare o texto que aparece mo ambiente de trabalho com o
conteido do ficheiro abrindo-o com o Notepad.

O processo de escrita num ficheiro é semelhante ao processo de leitura. Neste
caso a fungdo fscanf() é substituida pela funcao fprintf(). Esta fungéo recebe,
tal como a fungdo fscanf(), o identificador do ficheiro e uma string de for-
matacdo. Para além disso necessita também do(s) vector(es) que se pretende(m)
guardar no ficheiro. Segue, em baixo, a sintaxe para esta funcao:

fprintf ( tdentificador,’ formatagdo’,variaveis )

Observe um exemplo da utilizagao dessa fungao no excerto que se segue:

>>x=0:0.1:10; y=x."2; [enter]
>>fp=fopen(’omeu ficheiro.txt’,’w’); [enter]
>>fprintf (fp,’%1.1f %1.2f\n’, [x;y]); [enter]
>>fclose(fp); [enter]

>>edit o_meu ficheiro.txt [enter]

Os valores entre ‘%’ e ‘f” indicam a forma como os valores serdo guardados.
No primeiro serao guardados com uma resolucao de apenas uma casa decimal e
no segundo com duas casas decimais. Observe ainda a existéncia do formatador
“\n’. Este marcador indica que, apdés cada par de valores escritos, deve ser
efectuada uma mudancga de linha. Experimente correr novamente o exemplo
anterior mas, agora, sem o ‘\n’ no fprintf.

1.8.2 O par fread e fwrite

Um ficheiro bindrio possui a informacao representada da forma mais compacta.
Caracteres num ficheiro bindrio sao registados consecutivamente sem espagos de
separagao.

Normalmente este formato é destinado a leitura por méaquinas e nao por
individuos. Por isso mesmo o programa de computador que vai ler esse ficheiro
deve saber o formato com que os dados foram registados no ficheiro original.

O par fscanf() e fprintf() apresentado na secgéo anterior é especialmente
destinado & leitura/escrita no modo ASCII. O Matlab consegue lidar com fichei-
ros bindrios através das fungoes fread() e fwrite().

Em termos de forma de operacao estas funcoes assemelham-se as anteriores:
E necessdrio criar um ponteiro para o ficheiro a ler ou escrever, executar a
operagdo de leitura/escrita e finalmente fechar o ficheiro.

Segue um exemplo para comparar as funcoes fread() e fwrite() com as
fungoes fscanf() e fprintf(). Comega-se por gerar um vector com 100 elemen-
tos. Por exemplo executando:
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>> A=randn(100,1); [enter]

Armazenam-se agora os valores do vector A em dois ficheiros distintos: Um
ficheiro ASCII e um binario denominados exemplo.txt e exemplo.bin respecti-
vamente. A sequéncia de comandos apresentada em baixo ilustra o procedimento
utilizado.

>> fp=fopen(’exemplo.txt’,’w’); [enter]
>> fprintf (fp,’%f’,A); [enter]

>> fclose(fp); [enter]

>> fp=fopen(’exemplo.bin’,’w’); [enter]
>> furite(fp,A,’double’); [enter]

>> fclose(fp); [enter]

O resultado foi a criagdo dos dois ficheiros. O primeiro utiliza 855 bytes
contra os 800 bytes* do ficheiro exemplo.bin.

O procedimento para a leitura é semelhante e encontra-se documentada nos
comandos que se seguem:

>> fp=fopen(’exemplo.txt’,’r’); [enter]
>> B=fscanf (fp,’%f’); [enter]

>> fclose(fp); [enter]

>> fp=fopen(’exemplo.bin’,’r’); [enter]
>> C=fread(fp,’double’); [enter]

>> fclose(fp); [enter]

Existe um manancial de formatos para dados binédrios que o Matlab pode ler
e escrever. Entre eles destacam-se os seguintes: A escolha do formato correcto
para a leitura de um determinado ficheiro é muito importante. E necessério o
conhecimento a priori do formato utilizado para salvar os dados.

Se os dados guardados em ficheiro sao para ser utilizados apenas pelo Matlab
a utilizacao do par load() e save() simplificam grandemente a tarefa. Na secgdo
que se segue apresenta-se o modo de operagao dessas funcoes.

1.8.3 O par load e save

Quando se termina a sessdo do Matlab (escrevendo, por exemplo, a instrugao
exit na linha de comandos), todas as varidveis criadas no espago de trabalho
perdem-se para sempre. Uma forma de as salvaguardar consiste em envia-las
para um ficheiro em disco®. Esta operacdo pode ser feita facilmente recorrendo
a funcao save(). Por exemplo, para guardar as varidveis x, y e z existentes no
espago de trabalho basta escrever:

>> save nome_do_ficheiro x y z

4800 bytes = 100 elementos x 64 bit por elemento / 8 bit
50 comando diary() pode ser utilizado para guardar a sequéncia de comandos de uma
sessao.
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Tabela 1.8: Lista do formatos aceites pelo par fwrite/fread.

'uchar’ caracter sem sinal 8 bits
’schar’ caracter com sinal 8 bits

’int8’ inteiro 8 bits
’int16’ inteiro 16 bits
'int32’ inteiro 32 bits
uint8’ inteiro sem sinal 8 bits
uint16’ inteiro sem sinal 16 bits
’single’ virgula flutuante 32 bits
’double’ virgula flutuante 64 bits

Por defeito o Matlab utiliza um formato préprio para o ficheiro guardado
(MAT file). Note que a funcdo save() admite ainda outros argumentos (swit-
ches) que permitem forgar o ficheiro a obedecer a certas especificagdes. O leitor
mais curioso pode escrever help save na linha de comandos e investigar todas
as potencialidades desta fungao.

As varidveis guardadas desta forma podem ser carregadas para o espago
de trabalho recorrendo & funcdo load(). Na sua forma mais simples a fungao
load() requer apenas o nome do ficheiro onde se encontram as varidveis. Assim,
para carregar todas as varidveis para o espaco de trabalho, basta escrever:

’>> load nome_do_ficheiro

Tome sempre atencao se o ficheiro a carregar estd, ou nao, no directério de
trabalho. Caso contrario mude o directério de trabalho ou inclua o caminho
(path) antes do nome do ficheiro.

1.9 Tipos avancados de dados

Até ao momento apenas se apresentaram tipos de dados matriciais. Nestes todos
os elementos devem pertencer a mesma classe. Por exemplo todos os elementos
de uma matriz devem ser double ou char. No entanto o Matlab permite a
utilizacao de estratégias mais avancadas para a manipulagao e organizacao dos
dados. Fala-se, de entre outras, das estruturas de dados e dos vectores de células
(cell arrays).

1.9.1 Estuturas

Uma estrutura é um tipo de dado onde sdo definidos campos (fields). Cada
campo pode conter um tipo de dado diferente. Um exemplo comum dado é o
da ficha de um individuo numa determinada base de dados. Por exemplo a base
de dados de uma biblioteca possui um conjunto de fichas em que cada uma das
fichas é atribuida a um utilizador. Toda a informacao relevante do utilizador
deve constar nessa ficha. Por exemplo o nome, morada, telefone, endereco
electrénico, numero de sécio assim como as referéncias e datas de requisi¢do
dos livros actualmente em poder do utilizador. Cada um destes elementos é
um campo da ficha e cada um desses campos possui diferentes tipos de dados.
Por exemplo o campo nome é do tipo char e o nimero de telefone pode ser
numérico.
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No Matlab a ficha de um individuo pode ser construida como um estrutura.
Por exemplo para criar uma varidvel chamada ficha com cinco campos, nome,
morada, telefone, numero de sécio e livros requisitados, o seguinte sintaxe pode
ser utilizado:

>> ficha.nome=’Jodo Paulo Coelho’; [enter]

>> ficha.morada=’IPB’; [enter]

>> ficha.telefone=259000111; [enter]

>> ficha.socio=9567; [enter]

>> ficha.livros=[’GR45’;’PP10’;’WE61°’] [enter];

Para se observar o registo basta escrever o nome da varidvel (neste caso
ficha). Procedendo desta forma obtém-se o seguinte resultado: Para aceder aos

>> ficha [enter]

ficha =

nome: ’Jodo Paulo Coelho’
morada: ’IPB’

telefone: 259000111
socio: 9567

livros: [3x4 char]

valores concretos apenas de um campo basta acrescentar, & frente do nome da
estrutura, o campo que se pretende observar. Por exemplo:

>> ficha.nome [enter]
ans =
Jodo Paulo Coelho

Para eliminar o campo de uma estrutura recorre-se a fungéo rmfiled(). Esta
fungao leva como argumento o nome da estrutura e os campos a eliminar. Por
exemplo para eliminar os campos morada e livros da estrutura anterior basta
escrever:

>> ficha=rmfield(ficha, [’morada’;’livros’]) [enter]
ficha =

nome: ’Jodo Paulo Coelho’

telefone: 259000111

socio: 9567

Os campos de uma estrutura podem ser organizados alfabeticamente uti-
lizando a fungdo orderfields(). Aplicando esta funcdo & estrutura obtém-se:

>> ficha=orderfields(ficha) [enter]

ficha =
nome: ’Jodo Paulo Coelho’
socio: 9567

telefone: 259000111
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Uma forma alternativa para criar uma estrutura envolve a utilizacao da
fungdo struct(). O exemplo que se segue apresenta a forma como esta fungéo
poderia ser utilizada para criar uma segunda ficha com apenas trés campos:

ficha2 = struct(’nome’,’Jodo’, ’morada’,’IPB’, ’telefone’,123456789)

Note-se que este tipo de dados se comporta como outro qualquer. Ou seja
é possivel definir vectores ou matrizes ou mesmo estruturas de estruturas. Por
exemplo:

>> ficha(1l)
>> ficha(2)
>> ficha(3)

struct (’nome’,’Jodo’,’morada’,’IPB’,’tel.’,1234);
struct (’nome’,’Maria’,’morada’,’ESTiG’,’tel.’,1111);
struct (’nome’, ’Pedro’, ’morada’,’ESEB’,’tel.’,9999);

ficha =

1x3 struct array with fields:
nome

morada

tel.

%Agora o exemplo de uma estrutura de estruturas:
fichal=struct (’nome’, ’Jo&o’, ’morada’, ’IPB’,...
‘telefone’,123456789); [enter]

ficha2 = struct(’nome’, ’Maria’, ’morada’, ’ESTiG’,...
‘telefone’,111111111); [enter]
ficha.cliente(1)=fichal; [enter]
ficha.cliente(2)=ficha2; [enter]

1.9.2 Vectores de Células

Quando se pretende criar uma matriz de strings é necessario garantir que cada
linha tenha o mesmo nimero de caracteres. Por exemplo a seguinte linha de
codigo cria uma matriz com quatro nomes distintos:

’ >>nomes=[’Joao ’;’Arminda’;’Joaquim’;’Lio ’] [enter]

Ao primeiro registo da matriz nomes foi adicionado 3 espacgos e ao tltimo
4 espacos. O Matlab considera o espaco como um caractere e a utilizacao de
espagos serve exactamente para garantir que a matriz nomes possui o mesmo nu-
mero de colunas. No entanto, em vez de um vector de string poderia estabelecer-
se uma estrutura diferente: uma célula de string. Neste caso nao é necesséario
definir o mesmo nimero de caracteres. Seguem os exemplos:

>>nomes={ ’Joao’,’Arminda’,’Joaquim’,’Lio’ } [enter]
nomes = ’Joao’ ’Arminda’ ’Joaquim’ ’Lio’
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>>nomes={ ’Joao’;’Arminda’;’Joaquim’;’Lio’ } [enter]
nomes =

’Joao’

’Arminda’

> Joaquim’

’Lio’

Ao contrario dos paréntices curvos, agora a utilizagao de chaveta ({}) define
a varidvel como célula. Outra alternativa envolve a utilizagdo da funcéo cell().
Para aceder ao primeiro elemento da célula basta escrever:

>>nomes{1} [enter]
ans = ’Joao’

Tal como as estruturas, as células sao capazes de lidar com diferentes ti-
pos de dados simultaneamente. Mais concretamente, um dado do tipo célula
pode ser visto como uma matriz capaz de conter diversos formatos de dados
simultaneamente. Por exemplo:

celula{1,1}=rand(1,5); [enter]
celula{1,2}=’TITD’; [enter]
celula{2,1}=eye(3,3); [enter]

Um sintaxe alternativo, mas que leva ao mesmo resultado, apresenta-se em
baixo:

celula(l,1)={rand(1,5)}; [enter]
celula(1,2)={’TITD’}; [enter]
celula(2,1)={eye(3,3)}; [enter]

Se celula é um dado do tipo cell array conforme definido na caixa anterior,
o Matlab permite dois tipos de acesso a célula: com paréntice curvos e com
chaveta. Ou seja tanto celula{1l,1} como celula(l,1) sdo indexagdes validas.
No entanto produzem resultados diferentes. Veja-se o seguinte exemplo:

>> B=celula{1l,1} [enter]
B =
7.5774e-001 7.4313e-001 3.9223e-001 6.5548e-001 1.7119e-001

(&

>> A=celula(1,1) [enter]

A = [1x5 doublel

>> A{1} [enter]

ans =

7.5774e-001 7.4313e-001 3.9223e-001 6.5548e-001 1.7119e-001

O primeiro caso retorna o contetido da célula e o segundo retorna a sub-célula
dessa mesma célula.
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Um elemento particular de um vector, ou matriz, dentro de um cell array
pode ser acedido facilmente. Por exemplo para aceder ao quarto elemento do
vector associado a variavel celula escreve-se:

>> celula{1,1}(1,4) [enter]
ans = 6.5548e-001

Para finalizar, a estrutura de um cell array pode ser observado, graficamente,
utilizando a funcao cellplot(). Por exemplo a instrugdo cellplot (celula) tem
como resultado a seguinte figura:

Figura 1.17: Resultado da funcdo cellplot().

1.10 Interfaces graficas e o ambiente GUIDE

Nesta tltima secgdo apresenta-se o ambiente GUI® do Matlab. Este ambiente
permite o desenvolvimento de plataformas mais intuitivas de interligacdo entre
um programa desenvolvido para Matlab e o utilizador humano.

Para tornar mais transparente a forma como este tipo de interfaces sao
desenvolvidas apresenta-se a construgdo, passo-a-passo, da um programa que
simula a robustez de um sistemas de codificacdo de canal R3 sobre um canal
bindrio simétrico. O aspecto final que se propdes encontra-se ilustrado” na figura
1.18.

Existe um emissor e um receptor. O emissor envia simbolos de 1 bit por
um canal (bindrio simétrico) com uma determinada probabilidade de erro. Essa
probabilidade pode ser seleccionada, de entre um conjunto pré-determinado de
valores, a partir de um menu do tipo pop-up. A mensagem a transmitir é
adicionada redundancia e quando o utilizador pressa o botao Transmitir..., a
mensagem passa pelo canal e chega ao descodificador que, por sua vez, trata de
informar o receptor sobre o teor da mensagem enviada.

6GUI é o acrénimo de Graphical User Interface
7Um agradecimento especial ao Jodo e Rita Coelho pela permissao na utilizacdo dos dese-
nhos...
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Figura 1.18: Aspecto da interface grafica proposta para um programa que simula o
comportamento da codificagdo de canal no aumento da fiabilidade da
transmissao.

Como ja se referiu, no decorrer das paginas que se seguem apresenta-se
todos 0s passos necessarios para realizar este pequeno programa. Para comecar
executa-se o ambiente GUI no Matlab escrevendo na linha de comandos:

>> guide

A janela de didlogo, apresentada na figura 1.19, é exibida ao utilizador.

) GUIDE Quick Start

Create New GUI | Open Existing GUT

GUIDE templates Preview
) Blank GUI {Default)

A\ Modal Question Dialog

BLANK

[] Save new figure as: | Brawse. ..

[o]4 H Cancel H Help

Figura 1.19: Janela de introducao apés a execugao do comando guide.

Para além do padrao de interface que aparece por defeito, é possivel escolher
alguns modelos que se apresentam pré-preenchidos. O programa que sera desen-
volvido ao longo desta seccao segue o modelo Blank GUI que leva ao front-end
principal do GUIDE cujo aspecto se apresenta na figura 1.20.

Na janela principal do programa distinguem-se duas zonas: a esquerda um
conjunto de blocos com as ferramentas e objectos disponiveis e & direita a zona
de trabalho onde os objectos poderao ser distribuidos.

Cada objecto possui uma lista de propriedades que podem ser alteradas a
partir do Poperty Inspector. Para activar o property inspector, relativo a
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Figura 1.20: Resultado da funcdo cellplot().

um objecto colocado no espaco de trabalho, basta fazer duplo clique em cima
desse objecto. Ou entdo premir o botao do lado direito do rato e seleccionar,
no menu que aparece, o item Property Inspector. A figura 1.21 apresenta o
procedimento para aceder as propriedades do modelo da figura.

o untitled? fig, [AE=Es)
File Edit View Layout Tools Help
Dol [ sR@0 | 2Bhd BHY P

10 40 70 lon 130 160 190 220 250 280 210 240 270 400 430 460 490 SzO S50 SiA

v Snapto Grid
Run Chrl+T

LI Optiar:

Object Bromser
M-files Editor

View Callbacks »

[A 0 20 50 a0 110 140 170 zoo
P S o W W M

>
Tag: figure1 Current Point: [340,24]  Position: [520, 380, 560, 420]

Figura 1.21: Menu para acesso ao property inspector.

Na figura 1.22 apresenta-se um excerto das opcdes, de uma lista substanci-
almente mais extensa, que podem ser alteradas no Property Inspector.

O programa para Matlab que esta secgao se propoe apresentar pode ser
dividido em duas partes. Uma refere-se ao front-end, ou seja a forma como
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EBeingDeleted of ~
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ButtonDownFen @
Clipping on -
CloseRequestFen closereq &
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DockControls on -
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Handlevisibility callback -
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IntegerHandle aff -
Inkerruptible on -
InvertHardoopy an -
KeyPressFcn k) &
KeyReleaseFon k) &
MenuBar none -
Hame Untitled &
MextPlak add -
HumberTitle off v

Figura 1.22: Lista de algumas das opgoes que podem ser alteradas no Property
Inspector.

a informagado entre o programa e o utilizador comunicam, e o back-end que
envolve o modo de operacao do programa. Ou seja como o front-end responde
as solicitagoes do utilizador.

Comega-se por definir o front-end e depois apresenta-se o cédigo associado
ao back-end. Enceta-se esta descri¢ao pela definigao das propriedades associadas
a janela principal. Para isso, depois do property inspector activo, alteram-se
os campos apresentados na figura 1.23.

[=] Position [104 34 200 27]
x 104.0 4
¥ 34.0 2
width Z00.0 &
height 27,0 Fd

Figura 1.23: Definicdo das propriedades associadas a janela do programa TITD.

A alteracao destas propriedades leva a uma redefinicdo das dimensoes da drea
de trabalho. Observando a figura 1.18 verifica-se a existéncia de uma figura de
fundo. Assim, depois de ter re-dimensionado a janela do programa passa-se &
integracdo da imagem de fundo. Para isso é necessdrio carregar a imagem® a

partir do ficheiro utilizando o seguinte comando executado no workspace?:

>> A=imread (’GUIDE.tif’);

8Tenha atencgdo de que a figura GUIDE.TIF deve estar no directério de trabalho
9Mantenha o GUIDE activo!
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Agora no GUIDE adiciona-se um objecto do tipo push button. A figura
1.24 ilustra o procedimento. Para isso basta o objecto a partir das caixas a
esquerda do espago de trabalho e, utilizando o rato mantendo o botao esquerdo
premido, descrever no ambiente a zona destinado a esse objecto.

EBX

=i untitled?. fig
File Edt view Layout Tools Help
Dl sl o | & Bk EH% P

10 40 W 100 13a 160 190 220 @0 zon 10 A0 370 400 430 460 490 o S50 580 610 G40 670 700 0 6 90 820 630 00 910 9dm 370 A

Push Bution

A L1 4L 7 101 L3 161

B
>

Tag: figurel Curtert Point: [768, 337]  Position: [521, 443, 1000, 351]

Figura 1.24: Resultado da funcao cellplot().

Abra o property inspector relativo a esse novo objecto criado é altere os
campos ilustrados na figura 1.25.

BackgroundCalor @ —
Chata H & &
Callback &
Enable inactive -
(= Position [21 196 25]
% 2.0 s
y 1.0 &
widkh 196.0 &
height 25,0 &
String £ &
Tag imagem_funda &

Figura 1.25: Propriedades a alterar no primeiro objecto criado.

O aspecto que ird obter, apds as alteracoes introduzidas, encontra-se ilus-
trado na figura 1.26. Aproveita-se para acrescentar mais um objecto push
button que serd o botdo Transmitir ilustrado na figura 1.18. Para que esse
objecto passe a ter as caracteristicas pretendidas, abra a lista de propriedades
desse objecto e proceda as alteragoes apresentadas na figura 1.27.

Ap6s a definicao das propriedades desse objecto a interface grafica apresenta
o aspecto ilustrado na figura 1.28. Agora acrescenta-se, & zona de trabalho, um
objecto de outro tipo. Trata-se de um pop-up menu e servird para o utilizador
escolher, de entre uma lista de valores, a probabilidade de erro do canal.

As propriedades do pop-up menu devem ser alteradas de acordo com os
valores apresentados na figura 1.29.

Passa-se agora a acrescentar, na interface para o utilizador que nos encon-
tramos a criar, trés string. Uma com a palavra codificador, outra com a palavra



46 Capitulo 1. Introduciao ao Matlab®

Fie Edt View Layout Tools Helpr
DEd/ oo |sBhd Q%>

o 98 9 00 1w ey 190 agu es 5o 9 380 IO a0 & a0 990 gy S50 e30 elo e eh 0y 990 76 o se w0 swy a0 ew s A
d [ ) AV Y YV A AV D 1 O A B O E D D D D D 0 D B T D W S D e e s gnnonno

A

-} Push Button

4 . |

+H # ¥

e

H i O N

L b
Tag: pushbuttan2 Currerk Poirk: [675, 197] Pasition; [370, 170, 101, 51]

Figura 1.26: Aspecto da interface grafica apds a insercdo da imagem de fundo e da
colocagdo de um objecto push button.
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Figura 1.27: Propriedades relativas ao botdao Transmitir...
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Figura 1.28: Apds a descri¢ao do botdo Transmitir, a colocagdo de um pop-up menu
no ambiente de trabalho.

descodificador e a terceira com a palavra ruido. Para esse efeito selecciona-se na
paleta de ferramentas o objecto static text e dispoem-se, de forma arbitraria
sobre o espaco de trabalho, trés objectos. Cada um desses objectos contera uma
das trés palavras referidas. A figura 1.30 ilustra este procedimento.
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Figura 1.29: Propriedades a alterar no pop-up menu.
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Figura 1.30: A interface ja com o pup-up menu posicionado e com a adi¢do de trés
objectos do tipo static text.

As propriedades a modificar, para cada um objectos static text, encontram-
se ilustradas nas figuras 1.31 a 1.33. Apds a actualizacdo das propriedades
desses objectos, a interface grafica deve possuir um aspecto idéntico ao da fi-
gura 1.34. Ainda no mesmo ambiente, adicionam-se trés novos objectos do tipo
static text. Neste caso um dos objectos contera a frase probabilidade de erro
e os restantes dois serdao responsaveis por apresentar as mensagens enviada e
recebida pelos codificador/descodificador. Para cada um desses trés objectos
estabelecem-se as propriedades definidas nas figuras 1.35 a 1.37. Para concluir
a interface basta adicionar mais dois objectos. Um sera responsavel por conter
o bit que o utilizador quer enviar e o outro o valor 16gico do bit recebido. Os
objectos referidos sdo do tipo Edit Text e podem ser vistos na figura 1.38. As
suas propriedades encontram-se ilustradas nas figuras 1.39 e 1.40.
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Figura 1.31: Propriedades a alterar para o objecto static text que ird comportar
a palavra codificador.
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Figura 1.32: Propriedades a alterar para o objecto static text que ird comportar
a palavra descodificador.
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Figura 1.33: Propriedades a alterar para o objecto static text que ir4 comportar
a palavra ruido.
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Figura 1.34: Interface jd com as palavras codificador, descodificador e ruido posici-
onadas e com a adigdo de mais trés string.
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Figura 1.35: Propriedades a alterar para o objecto static text que ird comportar

a frase Probabilidade de Erro.
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Figura 1.36:

a mensagem a entrada do descodificador.
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Figura 1.37:

wif untitled?.fig
f\\_e Ed_it V_\_ew lavu_u_t Tools HE\D_ L .
Ded sl ¢ | +EBhd BH%| P

1w 4

70 100 130 150 130 £20 250 250 210 240 270 400 430 450 430 520 S50 550 Glo 54D S70 700 720 764 790 820 850 450 910 340 970

Propriedades a alterar para o objecto static text que ird apresentar

Propriedades a alterar para o objecto static text que ird apresentar
a mensagem a saida do codificador.

Edlt Text

. 4

RUIDO

Probabilciade de Ero

-

A

Tag: edit3

- e -
S 4 ~
21 L
ER »
+ 000 000 l|::> i
1 'y
i CODIFICADOR DESCODIFICADOR L 5
A - v
>

Current Point: [695, 350]

Fosition: [60, 220, 61, 41]

Figura 1.38: Interface ja com todos os objectos static text colocados. Adigdo de
dois objectos do tipo Edit Text.
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Figura 1.39: Propriedades relativas ao Edit Text do receptor.
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Figura 1.40: Propriedades relativas ao Edit Text do emissor.

Apés terem sido seguidos todos os passos documentados, a interface grafica
com o utilizador encontra-se concluida e o seu aspecto final pode ser observado

na figura 1.41.

) TID

000 :::)

CODIFICADOR.

Probablidade de Erro

000

DESCODIFICADOR

Eox

Figura 1.41: Aspecto final da interface grafica.

O leitor ird notar que, assim que gravar a interface grafica no disco do com-
putador, o Matlab cria automaticamente um modelo de um ficheiro M. E nesse
ficheiro que a componente relativa ao back-end do programa serd inserido. An-
tes de apresentar o programa propriamente dito abre-se um pequeno parentices
para falar sobre a forma como o Matlab gere as propriedades dos objectos inseri-
dos na interface grafica. Todos os objectos possuem um ponteiro (handle) sendo
possivel atribuir-lhes, de forma opcional, eventos (callback). Os ponteiros sdo
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necessarios para aceder e alterar as propriedades de um objecto. Por exemplo

se hnd for o ponteiro para o Edit Text do emissor a execucdo da instrugao:

get (hnd,’String’)

retorna o conteiido do campo string associado ao objecto com identificador hnd.
Numa interface gréfica, os ponteiros de todos os objectos sao guardados

numa estrutura designada por handles.

Como ja se disse é possivel adicionar eventos a cada objecto. Esses eventos
sao comportamentos que podem ser programados através da definicao de uma
dada rotina. O back-end é executado em funcao da activagao desses eventos.
Por exemplo no programa que nos encontramos a desenvolver apenas um objecto
necessita de callback. O botao transmitir. O cédigo que deve ser inserido, dentro
do M-File sob a designagao Transmitir_Callback encontra-se descrito a seguir.

% —--- Executes on button press in Transmitir.
function Transmitir_Callback(hObject, eventdata, handles)
m=str2num(get (handles.emissor, ’String’));
if isempty(m),
m=0;
end
m=m>=1;
% Actualiza string...
set (handles.emissor, ’String’ ,num2str(m)) ;
% Acrescenta redundancia
G=[1 1 1];
c=m*G;
% Mostra o vector cédigo
set (handles.codigo,’String’ ,num2str(c));
% Verifica quais os bit a trocar...
% Adquire valor da probabilidade de erro

P=0:0.1:1;
indice=get (handles.probabilidade_erro,’Value’);
Pe=P(indice); % --————-—- Probabilidade de erro

e=rand(1,3)<Pe;
d=soma_mod2(c,e);
% Escreve valor no descodificador
set (handles.descodifica, ’String’ ,num2str(d));
% Descodifica (por maioria)
inx=find(d==1);
if length(inx)>=2,
m=1;
else
m=0;
end
% Escreve mensagem no receptor.
set (handles.receptor,’String’ ,num2str(m)) ;

Com isto conclui-se o presente documento. No entanto deixa-se aqui a nota
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de que muitos dos assuntos foram tratados de forma superficial. Muito mais
poderia ser dito acerca de cada uma das situacoes enderecadas. A prova disso é o
elevado ntimero de livros editados sobre o Matlab e a sua utilizagao sobre os mais
variados pontos de vista. No entanto, e como elemento introdutério, o dominio
dos conceitos introduzidos neste documento fornecem as competéncias minimas
para que sejam capazes de implementar programas e rotinas que permitam
resolver os problemas que serao enderegados ao longo da unidade curricular de
Teoria da Informacgao.



Capitulo 2

Introducao a Teoria das

Probabilidades

“The probability of life originating from accident is comparable to the
probability of the unabridged dictionary resulting from an explosion in a
printing shop.”

—Edwin Grant Conklin

A Teoria da Informagdo, enquanto disciplina, partilha muito dos seus
conceitos com diversas dreas do conhecimento. A estatistica e a teoria
das probabilidades é uma delas. Por esse motivo, antes de apresentar
0s matérias relativas aos sistemas de codificagdo estudados em teoria da
informacgdo, apresentam-se um conjunto de conceitos muito importantes
relativos a teoria das probabilidades. Deiza-se aqui a nota que, neste docu-
mento, apenas se analisam sistemas que possam ser descritos por funcdes
de distribuicdo discretos, i.e. processos estocdsticos com um espag¢o amos-
tral finito e numerdvel.

2.1 Introducao

Ganhar o Totoloto é o sonho de muita gente. A escolha dos seis nimeros, que
podem resultar na chave vencedora, é feita das mais diversas formas: datas
de aniversario, nimeros observados durante um sonho, etc. Se bem que néo
tendo habito de jogar resolvi uma vez, hd ja alguns anos atrds, apostar um
conjunto de chaves obtidas pela andlise da frequéncia de saida de cada um dos
49 numeros utilizados na extracgdo do nimero vencedor (na altura eram sé 45!).
O gréfico da frequéncia relativa da ocorréncia de cada numero, designado por
histograma, possuia um aspecto semelhante aquele que se apresenta na figura

53
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2.1.

Cada uma das barras do histograma representa o nimero de vezes que um
numero particular foi extraido relativamente ao numero total de semanas de
jogo. Ou seja se n, representar o ntimero de vezes que, em N semanas, o
numero y for extraido entao a sua frequéncia relativa v, é dada por:

Yy = —= (2.1)
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Nameros Sorteados

Figura 2.1: Histograma, relativo a extracgao dos niimeros do Totoloto, desde Marco
1997 a Fevereiro de 2011 (fonte da informagdo: Jogos Santa Casa).

De acordo com a informacao observada preenchi um conjunto de chaves de
acordo com as frequéncias relativas. Por exemplo uma chave que envolvia os seis
numeros mais frequentes, outra que envolvia os seis niimeros menos frequentes,
etc. Com base no histograma apresentado uma possivel chave seria 10, 12, 13,
21, 22 e 29. Apostei, ao todo, dez chaves diferentes. Apés a extraccao oficial
dos ntimeros, comparei as minhas dez apostas com o resultado da extraccao e
conclui, com alguma decepcao, que nao tinha acertado num tnico niimero... o
que € que se passou?

O problema é que tinha tentado inferir o comportamento do sistema que gera
os numeros do Totoloto através de uma amostra eventualmente demasiado pe-
quena. Ou seja tentei descobrir o modo de operacdo de um sistema estocastico®
tendo apenas acesso a um conjunto limitado de observacoes desse mesmo sis-
tema. O que, pelo resultado das minhas apostas, se comprova nio ser a mesma
coisa...

No caso do Totoloto, sendo o sistema de extracgao aleatério com uma distri-
bui¢cdo uniforme, a probabilidade de, num determinado concurso, sair qualquer

IEstocéstico e o contrario de deterministico. Um sistema deterministico responde sempre
da mesma forma & mesma excitacdo sendo, por isso, previsivel. J4 num sistema estocdstico
nao é possivel conhecer, com certeza, a sua resposta a uma dada excitacdo.
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um dos ndmeros é igual a 1/49 (aproximadamente 2%)?. Na secgao que se
segue definem-se trés conceitos importantes introduzidos nesta ltima frase: ex-
periéncia aleatéria, probabilidade e distribuigao.

2.2 Probabilidades: Axiomas e Propriedades

Na engenharia, e na ciéncia em geral, a abordagem empirica é essencial. Por
norma, se uma determinada experiéncia for repetida sob condi¢tes semelhan-
tes, esperam-se resultados semelhantes. No entanto nem sempre as coisas se
passam assim. Com frequéncia a repeticao de uma experiéncia, sob condigoes
muito proximas, nao resulta no mesmo resultado experimental. Este tipo de
experiéncias sao designadas por aleatéorias. Numa experiéncia aleatéria existe
sempre incerteza relativa ao desfecho dessa experiéncia. Apenas se pode estimar,
com uma determinada probabilidade, qual devera ser o resultado.

Existem duas formas importantes, a partir das quais, é possivel estimar a
probabilidade da ocorréncia de um dado evento:

Probabilidade a priori: Se um evento pode ocorrer de n maneiras diferentes,
de um total de N, e se todas sao igualmente provaveis, entao a probabili-
dade do evento é n/N.

Probabilidade a posteriori: Se, apés n repeticoes de uma experiéncia, se
observou a ocorréncia de um dado evento p vezes, entao a probabilidade
de ocorréncia desse evento é p/n. Nesta estratégia o niimero de repeticoes
deve ser elevada. Com efeito quando o nimero de experiéncia tende para
infinito a frequéncia de ocorréncia de um dado evento tende para o valor
da sua probabilidade.

7

No contexto da teoria das probabilidades é importante definir, de forma
explicita, alguns dos termos introduzidos nos paragrafos anteriores entre os quais
se salientam:

Experiéncia Uma experiéncia refere-se a uma acgao que pode levar a um
qualquer resultado de entre um possivel conjunto. Considera-se uma ex-
periéncia aleatéria uma situacao com as seguintes caracteristicas:

e Pode repetir-se indefinidamente nas mesmas condigoes;
e Tem um resultado imprevisivel;
e Os resultados individuais sdo imprevisiveis mas, quando tomados no

seu conjunto, observa-se alguma regularidade estatistica.

Resultado Como o préprio nome indica, o resultado refere-se a observacao
gerada pela execugao de uma experiéncia.

Espago Amostral Admite-se que todo o desfecho, de uma determinada ex-
periéncia, se encontra identificada num conjunto €2 designado por espago
amostral. Se w for o resultado de uma dessas experiéncias entao w € €.

Evento Um evento consiste num conjunto cujos valores pertencem a {2 ou seja
um evento E é um sub-conjunto de €.

2Com esta distribuicdo a incerteza, quanto ao possivel nimero extraido, é maxima. O
conceito de incerteza e informagao aparecerd brevemente no contexto da teoria da informagao.
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Probabilidade Define-se probabilidade como uma medida numérica quantita-
tiva, tomada no intervalo [0, 1], associada a um resultado face ao espago
amostral da experiéncia. Esse valor varia de acordo com o evento E se-
gundo uma determinada fun¢ao designada por func¢do massa de probabili-
dade3.

Na seccao 2.2.1 apresenta-se um conceito nuclear a teoria das probabilidades:
a varidvel aleatdria. Adicionalmente estabelece-se a relacdo entre essa varidvel e
um evento estatistico. Ja na secg@o 2.2.2 define-se probabilidade da ocorréncia
de um evento no contexto de varidveis discretas. Introduz-se também o conceito
de funcdo massa de probabilidade *. Finalmente na seccio 2.2.3 apresentam-se
um conjunto de axiomas e propriedades associadas a teoria das probabilidades.

2.2.1 Eventos e Variaveis Aleatorias

Na secgao anterior definiu-se evento estatistico como sendo o conjunto de re-
sultados de uma experiéncia. Formalmente, qualquer subconjunto do espago
amostral é um evento. Qualquer evento que consista num unico resultado do
espago amostral é designado por evento simples. Eventos que envolvam mais
do que um resultado sao chamados de eventos compostos. Por exemplo se um
sistema digital envia sequéncias de trés bit entao, para o receptor, o espago amos-
tral é Q = {000,001,010,011,100,101,110,111}. Dentro deste espago podem
definir-se vérios subconjuntos. Cada subconjunto é um evento. Por exemplo
o evento “todos os bit enviados sdo 0” refere-se a um evento simples dado por
E = {000}. J4 o evento, “pelo menos um dos bit transmitidos é 17, é definido
pelo evento composto E = {001,010,011, 100,101,110,111}.

Admitindo um espago amostral Q = {wy, -+ ,wx} o conjunto E é conside-
rado um evento se £ C 2. A figura 2.2 ilustra essa situagdo para trés eventos
FE1, E5 e E3 parcialmente sobrepostos.

Figura 2.2: Partigdo do espago amostral 2 com N elementos, de w1 a wy, em trés
subconjuntos E1, F2 e Es.

Frequentemente associa-se a um evento ou espago amostral uma variavel com
contra-dominio em R denominada por variavel aleatéria. Efectivamente, uma

3Esta funcio relaciona-se apenas com varidveis aleatérias discretas. No caso de varidveis
continuas o conceito entre probabilidade e fungdo densidade de probabilidade é diferente.
4Frequentemente chamada também de funcdo densidade de probabilidade discreta
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variavel aleatéria é uma aplicagao que faz o mapeamento do espaco amostral
Q num espago alternativo.

Assim, admita-se uma experiéncia aleatéria com espaco €. Seja w; um ele-
mento qualquer pertencente a 2. Define-se a varidvel aleatéria X (w;) como
sendo uma funcao que atribui um valor real z; a cada amostra w; € . Os seja
efectua o mapeamento do espaco amostral na recta real. A figura 2.3 ilustra
este conceito.

A
Q X(@))

Figura 2.3: A varidvel aleatéria X (w) como uma funcdo que transforma qualquer
w; € Qemz; € R.

Frequentemente, por simplicidade de notagao, a varidvel aleatéria X (w) é
designada simplesmente por X.

Se um evento é um sub-conjunto do espago amostral e se a cada elemento
do espaco amostral pode ser atribuido um valor real entao o mapeamento do
evento pela variavel aleatéria X serd um sub-intervalo do contra-dominio dessa
varidvel aleatéria. Esta definicao pode ser sintetizada por:

E={w:X(w)=2z, z€X} (2.2)

ou seja F é o conjunto de todos as ocorréncias w que possuam imagem em X.
Por exemplo imagine o seguinte universo de alunos de uma turma:

Q = {Jodo L6, Alda Neiva, Jodo Oliveira, Maria Pereira, Ana Costa}  (2.3)

Imagine que se registaram as alturas desses alunos. Define-se a varidvel
aleatéria X (w;) como sendo a “estatura do aluno w;”. Para o presente espago
amostral, o valor de X, em cm, é:

X(€) = {168,161, 175,155,162} (2.4)

Descreve-se agora o evento E como sendo “altura superior a 160 cm e sexo
feminino”. O conjunto agora é:

E = {Alda Neiva, Ana Costa} (2.5)
Os valores da variavel aleatéria X associada a este evento sdo:

X(E) = {161,162} (2.6)
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2.2.1.1 Tipos de variaveis

As variaveis, num qualquer problema, podem ser distinguidas como pertencendo
a um de dois tipos: continuas ou discretas. Uma varidvel é continua, sobre um
intervalo arbitrario, se esta puder tomar qualquer valor dentro desse intervalo.
Por exemplo se = representar a tensao eléctrica aos terminais de uma tomada de
fornecimento de energia eléctrica, entdo esta pode tomar qualquer valor entre °
-325.3 V e 325.3 V. Por outro lado, uma varidvel discreta é aquela que apenas
pode tomar um nimero finito de valores entre um intervalo também finito. Por
exemplo o nimero de bit armazenados numa pen drive de 4 GiB®. Neste caso z
pode ser qualquer valor num conjunto com 8 x 4 x 23 elementos”.

Tanto as variaveis continuas como discretas nao carecem de definicado num
intervalo fechado. Por exemplo o nimero cumulativo de bit transferidos numa
rede de comunicacao de dados nao tem limite superior. Note-se, no entanto, que
para a unidade curricular de Teoria da Informagao, apenas estamos interessados
em varidveis discretas com dominio finito.

Tendo sido definido o conceito de evento e varidvel aleatoria apresenta-se, na
proéxima seccgao, o conceito de probabilidade e de funcdo massa de probabilidade.

2.2.2 Definicao de Probabilidade

Existem vérias formas de definir o conceito de probabilidade. Numa perspectiva
cldssica, a probabilidade de ocorréncia do evento F C {2, caracterizado por um
conjunto finito numeravel de elementos, designa-se por P(E) e é igual a razio
entre o cardinal de E e o cardinal de 2. Ou seja,

_#E
= 20
Estando completamente identificados os conjuntos F e (2, o valor da probabi-

lidade é calculado a priori sem requerer qualquer experiéncia. A probabilidade
de um evento E verifica ainda as seguintes propriedades:

e 0<P(E)<lparaECQ

P(E) (2.7)

Se P(E) = 1 entdo a ocorréncia de E é certa ou seja a probabilidade
de ocorrer E, como resultado de uma experiéncia com espago €2, é de
100%. Do mesmo modo um acontecimento E é impossivel se P(E) =0

e Definindo um conjunto N particoes disjuntas de Q, Fq,---, En, de tal
forma que Q = E; V---V Ey, entao:

N
Y P(E)=1 (2.8)
i=1

5 A tensdo eficaz (RMS) na rede eléctrica em Portugal é igual a 230 V (alterada, em 1984 por
razdes de compatibilidade com os restantes pafses Europeus, de 220 V para 230 V). A esse valor
eficaz corresponde uma tensdo (monofésica) de pico, em médulo, igual a 230v/2 ~ 325.3 V.

6Desde 1998 a Comissdo Electrotécnica Internacional (IEC) aprovou uma lista de prefixos
para multiplos bindrios. O kilo é um prefixo SI que representa um factor x1000. Contudo,
em binério, 1KByte ndo representava 1000 mas sim 1024 bytes (21°). Por esse motivo o que
era conhecido por 1KByte é agora 1KiByte (Ki representa o kilo bindrio ou kibi). O valor de
1KByte passou a ser 1000 bytes de acordo com a norma SI.

"Ignorando o espago reservado pela FAT e admitindo a possibilidade de escrita de bit
individuais.
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Como se disse logo no inicio do capitulo, a probabilidade pode ser avali-
ada a posteriori pela andlise da frequéncia relativa de um evento, a partir de
um ndmero suficientemente elevado de experiéncias. Quando o nimero de ex-
periéncias tende para infinito, a frequéncia relativa do evento tende para o valor
da sua probabilidade de ocorréncia. Este fenémeno é designado por lei dos
grandes niimeros e pode ser colocada da seguinte forma:

P(E) = lim vy(E) (2.9)
onde
vy (E) = HWE (2.10)

se refere a frequéncia relativa da ocorréncia do evento E em N experiéncias e
ng representa o numero de vezes que o evento E ocorreu em N experiéncias.

De modo a ilustrar ambas as defini¢oes de probabilidade imagine-se que se
pretende determinar a probabilidade de, numa transmissao de trés bit®, observar
dois bit idénticos. De acordo com a expressdo (2.7) o valor dessa probabilidade
pode ser calculada pela razao do cardinal do conjunto E: “exactamente dois
bit consecutivos sao idénticos”, que é dado pelos elementos {001,011, 100,110}
pelo cardinal do conjunto definido pelo espago amostral “envio de trés bit” ou
seja = {000,001,010,011,100,101,110,111}. Assim, neste caso,

#E 4
P(E) = 008 0.5 (2.11)

Imagine-se agora que um hipotético observador, colocado a jusante do canal
de transmissao, desconhece ). Este observador pretende calcular a probabili-
dade do evento E, “recepcao de dois bit idénticos seguidos” estando, no entanto,
impedido de recorrer a (2.11). Para isso o observador vai registando os ternos
de valores recebidos. A cada nova recepgao, o observador recalcula o valor da
probabilidade do evento E ocorrer a partir da expressao (2.9). A figura 2.4
mostra uma possivel evolugao do valor estimado da probabilidade em fungao do
nimero de observacoes efectuadas. Na caixa de texto que se segue apresenta-se
a sequéncia de comandos executados em Matlab para obter a referida figura.

clear all;clc

N=1000; Y--——————————-—————- Ndmero de observagdes,
for k=1:N,
B=rand(1,3)>0.5; %-———-—-——-—--—-—- Transmite um terno de bit
E(k)=abs(sum(diff(B))); %--—- 1 se existirem apenas dois
%——-— bit iguais seguidos
%---- 0 caso contrario

P(k)=sum(E) /k;
end
plot(1:N,P,1:N,0.5%ones(N,1),%:°);
xlabel(’Observag8o’) ;ylabel(’Valor estimado da probabilidade’)

8 Admite-se que a probabilidade de transmitir um ‘0’ é igual & probabilidade de transmitir
o valor légico ‘1’
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Figura 2.4: Evolucdo do valor estimado da probabilidade em fungdo do nimero de
ensaios.

Conforme se pode ver, a variancia® na estimativa da probabilidade vai di-

minuindo com o ntimero de observagoes IN e convergindo para o valor real da
probabilidade que, como se viu, é 0.5.

No caso de variaveis aleatérias discretas define-se uma quantidade relacio-
nada com a definicao anterior de probabilidade. Essa quantidade é derivada de
uma funcio, fx(z), denominada por funcdo massa de probabilidade 1° e
formalizada da seguinte forma:

fx(@):zeX, fx(x) =P (X =x) (2.12)

Para variaveis aleatérias discretas a relacao, entre a funcao massa de proba-
bilidade, para um dado valor x da varidvel X, e o valor da probabilidade de X
tomar o valor = é de igualdade. Note que a fungdo fx(z) se encontra definida
para qualquer valor de x mesmo os que nao tém imagem em (2. Neste caso

fx(x) =0sex ¢ X(Q).

De modo a ilustrar este conceito retoma-se novamente ao problema da trans-
missao de trés bit através de um canal de comunicagao. Ja se viu que o espago
amostral é dado por:

Q= {WO,wl,WQ,W3,W4,w5,(4)6,(4)7} (213)

onde wg = 000, w; = 001, wy = 010, wg = 011, wy = 100, ws = 101, wg = 110 e
wy = 111.

O evento F, definido verbalmente por “exactamente dois bit consecutivos
sao idénticos”, corresponde ao conjunto F = {wy,ws,ws,ws }-

90 conceito de varidncia estatistica serd introduzido adiante.
10Do Inglés probability mass function.
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Define-se agora a varidvel aleatéria X (w) como sendo “o nimero de pares
de bit consecutivos idénticos numa mensagem enviada”. Neste caso o contra-
dominio de X é o conjunto {0,1,2}. Por exemplo X(wg) = 2, X(w1) =1 e
X(wz2) = 0. O mapeamento de todos os valores do espago amostral leva ao
seguinte conjunto:

X(Q) ={2,1,0,1,1,0,1,2} (2.14)

A figura 2.5 ilustra este mapeamento para alguns elementos de €.

X(o)
4
Q

011
001 000
[ ] .010 o L ]

101

100 @ 110
P
* N _ ® T1

Figura 2.5: Exemplo do mapeamento de alguns elementos do espago amostral €2 para
a recta real X(Q).

No problema em andlise admite-se que cada observacao w; em ) tem igual
probabilidade de ocorrer. Ou seja,

1
P(M)Zg, i=0,---,7 (2.15)
Para o evento E a probabilidade é, como ja se viu, igual a:
1
P(E) = 3 (2.16)

Relativamente & varidvel aleatéria X (w) a fun¢do massa de probabilidades é
definida da seguinte forma:

% para z; =0
fx(zi) =135 paraz; =1 (2.17)
% para x; = 2

Os valores das probabilidades P(X = z;) para cada uma dos trés possiveis
valores de x;, sao obtidos pelo processo de contagem associada ao conjunto
representado na expressao (2.14).

Neste caso o valor de P(F) é igual a P(X = 1) ou seja o valor da probabili-
dade da ocorréncia do evento E é igual a probabilidade de serem transmitidos
1 par de bit idénticos na mensagem, i.e.

P(E) = fx(1) (2.18)

No entanto, de forma mais geral, a probabilidade de um evento F, definido

por N elementos {w1, - ,wn}, relaciona-se com a fungdo massa de probabili-
dade por:

P(E)= > fx(x), i=1--,N (2.19)

zi=X(w;)
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Por exemplo se a varidvel aleatéria X fosse definida como “valor, em BCD,

da soma médulo 2 dos bit da mensagem segundo a ordem recebida”!!, entdo:
X(Q)={0,1,3,2,2,3,1,0} (2.20)
A funcg@o massa de probabilidade é agora:
para x; =0
ara x; = 1
fx () = P (2.21)

para x; = 2

00| 0ol 0ol 0ol

para x; = 3

A probabilidade da ocorréncia de F é igual a probabilidade de X ser igual
a 1 mais a probabilidade de X ser igual a 2 ou sejal?,

2 2

PE) = Y fxlw)=2+- (2.22)

1

zr;=1,21=2 8 8 2

Com este exemplo também se demonstra que existe sempre alguma subjecti-

vidade na escolha da variavel aleatéria para um dado problema. Ou seja o

mesmo problema pode ser resolvido através da definigao de diferentes variaveis
aleatoérias.

Para finalizar deixa-se aqui o reparo de que, muitas vezes, a fungao massa de
probabilidade é representada graficamente. Por exemplo, para as fungoes (2.17)
e (2.21), o aspecto grafico das fungdes de probabilidade encontra-se ilustrados
na figura 2.6.

P(X=x) P(X=x)

1/2-p------

1T T
0o 1 2 g "o 1 2 5 %

Figura 2.6: Representacao gréfica da fungdo massa de probabilidade. A esquerda o
aspecto da funcdo (2.17) e a direita a fungéo (2.21).

No preambulo deste capitulo referiu-se que o conhecimento da teoria, axi-
omas e propriedades relativas a analise de probabilidades é de extrema im-
portancia no contexto da Teoria da Informagao. Por esse motivo a secgao que
se segue apresenta os principais axiomas e propriedades associados a teoria das

probabilidades.

2.2.3 Axiomas e Propriedades

Comega-se por se supor a existéncia de trés eventos A, B e C. A probabilidade
de ocorréncia do evento A designa-se por P(A) e este valor é frequentemente
conhecido por probabilidade marginal.

11 Admitindo a transmissdo do tipo big endian, ou seja os bit sdo enviados segundo a ordem
de maior significincia, a primeira diferenca, médulo 2, de 011 resulta em 10. O primeiro dos
dois bit é calculado por 04+1=1 e o segundo bit através de 14+1=0.

12Caso ndo seja claro esta afirmagio basta compara os conjuntos (2.14) com (2.20).



2.2. Probabilidades: Axiomas e Propriedades 63

Tendo em consideracao a definicdo de probabilidade, descrita na seccao an-
terior, os seguintes axiomas confirmam-se sempre:

A probabilidade da ocorréncia de um evento A resulta em:

0< P(A)<1 (2.23)

A probabilidade da nao ocorréncia de um evento A é:

P(A) =1- P(4A) (2.24)

A probabilidade de um acontecimento impossivel é zero:

P(@) =0 (2.25)

A probabilidade de um acontecimento certo é um:

P(I) =1 (2.26)

Se B for, tal como A, um evento entdao designa-se por probabilidade con-
junta entre A e B a probabilidade da ocorréncia simultanea dos eventos A e B.
Esta quantidade é representada do seguinte modo:

P(ANB) (2.27)
A lei das probabilidades totais permite ainda definir P(A) como:
P(A)=P(AAB)+ P(AAB) (2.28)

Outra nogao importante refere-se & probabilidade condicional. A proba-
bilidade de um evento A, condicionado & ocorréncia de um segundo evento B,

denota-se por:
P (A|B) (2.29)

A probabilidade condicional encontra-se ligada as probabilidades marginal e
conjunta através do célebre teorema de Bayes:
P(AAB)

P(AIB) = =5

(2.30)
onde, por convencao, se P (B) =0 entdo P (A|B) = 0.

A regra de Bayes pode ainda ser apresentada, de forma alternativa, do se-

guinte modo:
P(B|A)P(A)=P(A|B)P(B) (2.31)

ou ainda, para o caso de trés eventos A, B e C' como:

A|C)P(B|AAC)
P(B|C)

PABAc) =L (2.32)

Esta igualdade pode ser facilmente demonstrada recorrendo a 2.31 e a seguinte
regra:
P(ANBANC)=P(A)P(B|A)P(C|ANB)

= P(C)P(B|C)P(A/BAC) (2.33)
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designada normalmente por regra da cadeia.

Um conceito intimamente ligado a regra de Bayes é o de independéncia
estatistica entre dois eventos. Assim, se A é estatisticamente independente de
B, entao:

P(A|B)=P(A) (2.34)

Outra forma de dizer que A é independente de B consiste em escrever:
P(ANB)=P(A)-P(B) (2.35)

Em alguma literatura assiste-se a notacado A | B para referir que A é es-
tatisticamente independente de B.

A nogao de distribui¢do condicional pode ser estendida a mais do que uma
varidavel. Por exemplo a probabilidade condicional de A dado B e C' é descrita
por P(A|B A C). Deste modo também o conceito de independéncia estatistica
pode ser dilatada a mais do que duas varidveis. Assim, se P(A|B A C) nao
depende de B,

P(A|IBAC) = P(A|C) (2.36)

Diz-se assim que A é condicionalmente independente de B dado C. A
partir desta definicao é possivel estabelecer as seguintes igualdades:

P(AAB|C)=P(A|C) P(B|C) (2.37a)
P(B|AAC) =P (B|C) (2.37h)

Finaliza-se esta seccao apresentando a definicdo de probabilidade da unido
de dois eventos. Se, mais uma vez, A e B forem dois eventos quaisquer entao:

P(AVvB)=P(A)+P(B)— P(AAB) (2.38)
A expressao anterior se resume a:
P(AvB)=P(A)+ P (B) (2.39)

no caso de A e B serem eventos mutuamente exclusivos. Ou seja a ocorréncia
de A impede a ocorréncia de B e vice-versa. Note que se for impossivel a
ocorréncia simultanea dos eventos A e B entao,

P(AAB)=0 (2.40)

A expressao 2.38 pode ser estendida para a uniao de um nimero arbitrario
de eventos. Por exemplo para o caso de trés eventos A, B e C observa-se que:

P(AVBVC)=P(A) +P(B)+P(C)—P(AAB)—P(AAC)

—~P(BANC)+P(AANBAQ) (2.41)

2.3 Momentos Estatisticos

Pela prépria definicao, o valor preciso de uma experiéncia aleatéria é impossivel
de ser conhecido. Ou seja é imprevisivel. No entanto é possivel estabelecer uma
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estimativa para o seu valor com base num numero suficientemente grande de
observacoes. O valor mais utilizado nessa estimativa é a média aritmética.

Se x1, X2, -+, xy forem os resultados de um conjunto de N experiéncias
aleatdrias, o valor médio das observagoes, designado por Z, é calculado por:

_ 1
=5 Z x; (2.42)

Por exemplo imagine que se lanca uma bola e se mede a distancia que esta
atinge. O resultado relativo a dez ensaios é apresentado na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Distancia atingida pelo lancamento de uma bola.
Ensaio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
distancia/m | 10.5 | 11.8 | 7.7 | 10.9 | 10.3 | 8.7 | 9.6 | 10.3 | 13.6 | 12.8

A média das observacdes é 10.6 m 3. O que significa que, se nos fosse pedido
uma estimativa do valor da distancia atingida pela bola no 11° ensaio o valor
mais razodavel seria o valor da média, i.e. 10.6 m.

Admita-se agora o lancamento de uma segunda bola substancialmente mais
leve do que a primeira. O resultado de dez lancamentos encontram-se na tabela
2.2.

Tabela 2.2: Distancia atingida pelo lancamento de uma segunda bola.

Ensaio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
distancia/m | 4.5 | 4.8 | 4.6 | 4.7 | 31 | 44 | 4.6 | 38 | 4.6 | 4.8

O valor médio neste caso é idéntico ao obtido usando os valores da tabela
2.1. No entanto os valores tabelados nao sao tao consistentes quanto os obti-
dos no conjunto de ensaios anterior. Efectivamente, observando a tabela 2.2
identificam-se dois valores bastante diferentes dos restantes. Fala-se dos ensaios
5 e 8. A discrepancia desses valores, relativamente aos restantes, pode dever-se a
fenémenos externos incontroldveis. Por exemplo um golpe de vento, no instante
em que a bola é langada, segundo a direcgao do movimento, poderia transportar
a bola para uma distancia muito superior.

O importante a concluir deste exemplo é que o valor médio nem sempre é
uma boa estimativa para o resultado de um processo aleatério. Por isso mesmo
o valor médio deve ser sempre acompanhado por uma medida complementar
que reflicta a confianga no valor médio como estimativa. Essa medida designa-
se por variancia e é calculada como sendo o valor médio do desvio quadratico
dos resultados das experiéncias conduzidas. Algebricamente descreve-se como:

o? = %Z (z; — z)° (2.43)
i=1

Uma medida relacionada com a variancia é o desvio-padrao sendo calculado por:

1 2
o=\ > (zi—2) (2.44)

i=1

13 Apresentada com trés algarismos significativos por coeréncia com os valores tabelados.
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Relativamente a variancia, o desvio-padrao tém a vantagem de deixar inalte-
radas as unidades com que o valor da varidvel aleatéria é registada. Por exemplo
o desvio padrao e a variancia, associada aos dois conjuntos de ensaios tabelados
em 2.1 e 2.2, apresentam-se na tabela 2.3.

Tabela 2.3: Média, variancia e desvio-padrao dos valores apresentados nas tabelas

2.1e2.2.

Ensaio Média/m | Variancia/m? | Desvio-padrao/m
Tabela 2.1 10.6 3.18 1.78
Tabela 2.2 10.6 161 12.7

Como se pode constatar, apesar do valor médio ser idéntico existe uma
forte discrepancia entre os desvio-padrao (e varidncia). O desvio no primeiro
conjunto de ensaios é muito menor do que o obtido no segundo conjunto. O
que significa que o valor médio, no primeiro conjunto de ensaios, “encaixa’ nas
observacdes com um erro médio'*do erro em torno dos 2 m. A incerteza no
segundo conjunto de dados e substancialmente maior conforme se pode concluir
a partir do seu valor de desvio-padrao.

O valor médio no segundo conjunto de ensaios nao é representativo do que
de facto acontece quando se atira a bola. Essa falta de representatividade
deve-se, sobretudo, a dois ensaios cujas distancias diferem substancialmente das
restantes. Esses ensaios, embora com valores elevados, acontecem com menor
frequéncia do que os restantes. Por isso um valor mais representativo poderia ser
obtido a partir de uma média ponderada sendo dado maior peso as observagoes
mais provaveis e menor peso as observagoes menos provaveis. Efectivamente
essa operagdo é designada por esperanca estatistica, €(X), e é descrita mate-

maticamente por:1®.
N
¢(X) = Z fx(@i) @ (2.45)
i=1
onde X se refere a varidvel aleatéria tal que X(Q) = {z1, - ,xn} com fungdo

massa de probabilidade fx(x;).

Comparando a expressdo (2.42) com a expressdo (2.45) verifica-se que a
média aritmética nao é mais do que a esperanca de uma variavel aleatdria ad-
mitindo que todos os seus valores tém igual probabilidade de ocorréncia, i.e.

1 .
fx(z;) = N Vi (2.46)
A esperancga, enquanto operador sobre a varidvel aleatéria X, goza da pro-
priedade de linearidade. Efectivamente, se Xi, X5, -, X,, forem n varidveis
aleatérias e kq,-- - , k, forem n constantes entao:

@(k‘le + koXog+ -+ ann) = klé(Xl) + kz@(X2) + -4 kng(Xn) (2.47)

l4Efectivamente trata-se da raiz quadrada do erro quadrético frequentemente designado por
erro RMS (root-mean square)

15Esta expressdo s6 é valida para varidveis discretas descritas por funcdes massa de proba-
bilidade
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A esperanca estatistica é também designada por primeiro momento es-
tatistico. Em estatistica, define-se 0 momento de ordem p de uma varidvel
aleatéria X, com densidade de probabilidade fx(z), por:

N

E(XP) =) al- fx (i) (2.48)

i=1

Note-se que o valor médio quadratico de uma varidvel aleatéria nao é mais
do que o momento de ordem dois.

Define-se ainda momento central de ordem p de uma varidvel aleatéria
X como,

e((X - (X)) =Y (mi — €(X)" - fx (@) (2.49)

N
i=1

Como facilmente se pode confirmar, se p = 2 e se fx(z;) = %, entao o
momento central de segunda ordem d& pelo nome de variancia.

2.4 Acontecimentos com Resultados Binarios

Na unidade curricular de Teoria da Informacao, tem particular interesse o caso
em que a saida de um processo estocastico é uma sequéncia finita de varidveis
aleatérias bindrias. Ou seja variaveis que apenas podem tomar dois valores
distintos. Isto porque as técnicas de codificagao de canal e codificacao de fonte
que serao estudadas admitem que a informacao é representada por um alfabeto
contendo apenas dois simbolos: o zero ‘0’ e o um ‘1’. Por essa razao, nesta
secgao, apresenta-se a fungdo de probabilidade mais importante neste contexto:
a funcao binomial.

2.4.1 Variavel de Bernoulli

Antes de introduzir a fungao binomial descreve-se um tipo especifico de variavel
aleatoria designada por varidavel de Bernoulli. Uma varidvel de Bernoulli, ou
variavel aleatdria bindria, é uma varidvel que apenas pode, num determinado
instante, estar num dos seus dois estados possiveis designados por ‘0’ e ‘1’. Por
exemplo o valor 16gico & saida de uma porta AND é descrito por uma varidavel
deste tipo.

Seja X uma variavel de Bernoulli definida por:
X ={z} (2.50)

onde z € {0,1} dependendo se um dado evento E ocorre ou nido. Define-se a
varidvel X, de forma alternativa, recorrendo & fungao indicadora Ig(r):

1 sereF

0 ser¢FE (2:51)

x:IE(r):{

onde r se refere ao resultado de uma experiéncia aleatéria. Por exemplo se o
evento E for “o resultado do lancamento de um dado é 6” (ou seja E = {6}) e
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se o resultado de um dado langamento r for 4 entao Ig(r) = 0 pois r ¢ E e logo
X = 0. Por outro lado, se o evento E fosse “o resultado do lancamento de um
dado é um nimero par”, o que implica que E = {2,4,6} e se o resultado de um
dado lancamento r for 4 entdo Ig(r) = 1 o que leva a que X = 1.

Admita-se ainda que a probabilidade de Ig(r) ser ‘1’ é p. Como x é uma
varidvel bindria, entdo a probabilidade de = néo ser ‘1’, ou seja ser Ig(r) =0, é
1 — p. Com esta informacao descreve-se a funcao massa de probabilidade de X
como sendo:

_Jp sex =1
fx(z) = {1—;) s 3= 0 (2.52)

O valor esperado de X, para um dado evento E, pode assim ser calculado
por:

€)= Yo fx(o) 253

=p

A sua variancia também pode ser calculada segundo a defini¢ao, expressa
por (2.49), como:

o = e((x —e(x)’) =¢((x - p)’)
= ¢(X? - 2pX + p%) (2.54)
= &(X?) —2p% 4 p?
= ¢(X?) - p?
Como €(X?) = p ficals,

2.4.2 Distribuicao Binomial

A distribuicao binomial refere-se & distribuicdo do nimero de sucessos, numa
sequéncia de N experiéncias bindrias independentes, cada qual com uma
probabilidade de ocorréncia p. Desta definicao segue que a distribui¢ao binomial
estd intimamente ligada & variavel de Bernoulli. Efectivamente uma distribuicao
binomial refere-se a execucao de IV experiéncias de Bernoulli, com resultados
r1,--- ,TnN, € pode ser considerada como a soma dessas [NV varidveis de Bernoulli,

XZIE(T1)+'~-+IE(7“N> (256)

Se uma varidvel aleatéria X segue uma distribui¢do binomial, a sua fungao
massa de probabilidade é dada por:

fx(N,k,p) = ( ]Z ) pE(—p) " (2.57)

16 A demonstracio desta igualdade fica como exercicio.
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onde'”,

( ]’X > B k'(]]\\fﬂ—k)' (2.58)

se refere ao valor das combinacgoes dos N elementos em conjuntos de k& elementos.

O valor de fx(k,N,p) indica a probabilidade de serem obtidos exacta-
mente k sucessos em N experiéncias com probabilidade de ocorréncia p. A
figura 2.7 ilustra o aspecto de fx(k, N, p), em fungdo de k, admitindo N = 20
e para trés valores distintos de p: 0.1, 0.5 e 0.9.

0.4 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
3
Py —#* =0.1eN=20
%D.Z—I T -
™ T‘*sssaeeaaaaaa—
o2 4 E 8 10 12 14 16 18 20
k
02 ; ; ; ; — ; ; ;
—
L — =05eN=20
Eﬁm- I ]’ -
o 2 4 E 8 10 12 14 16 18 20
k
0.4 : : : ; ; ; ; ; ;
2 —% ;=09. N=20
- =2 e M=
= on2t F T[I—
£ .
HD=============-'T
o 2 4 E 8 10 12 14 16 18 20
k

Figura 2.7: Aspecto da fungdo massa de probabilidade, descrita pela equagdo (2.57),
admitindo N = 20 e para trés valores distintos de p: 0.1, 0.5 e 0.9.

As caixas de texto que se seguem apresentam o cédigo para Matlab usado
para gerar a figura 2.7.

N=20;k=1:N;
rho=[0.1,0.5,0.9];
for i=1:3,

f x(i,:)=binomial (N,k,rho(i));
end
subplot(3,1,1);
stem(k,f x(1,:));legend(’\rho=0.1 ¢ N =20’);
xlabel(’k’);ylabel(’ f_X(k, N,\rho)’);
subplot(3,1,2);
stem(k,f x(2,:));legend(’\rho=0.5 ¢ N =20’);
xlabel(’k’);ylabel(’ f_X(k, N,\rho)’);
subplot(3,1,3);
stem(k,f x(3,:));legend(’\rho =09 ¢ N =20’);
xlabel(’k’);ylabel(’ f_X(k, N,\rho)’);

17 As combinacdes de N elementos k a k também pode ser representado por Cév.



70 Capitulo 2. Introdugao a Teoria das Probabilidades

onde

function f_x=binomial(N,k,rho)
f_x=combinacao(N,k) .*rho.A k.*(1-rho).A(N-k)

€

function C=combinacao (N,k)
C=factorial(N)./(factorial(k) .*factorial (N-k));

Note ainda que o cédlculo do factorial de n é uma operacao computacional-
mente intensiva. No entanto, a carga operacional pode ser aliviada atendendo
a aproximacao de Stirling dada por:

n!~n"e”"V2mn (2.59)
Voltando & expressao (2.57), esta pode ter a seguinte interpretacao: pretendem-
se k sucessos e N — k insucessos. No entanto os k sucessos podem ocorrer de
muitas maneiras diferentes ao longo das IV experiéncias. Efectivamente existem
C’,JCV maneiras diferentes desses sucessos poderem acontecer.
A figura 2.8 apresenta o aspecto da distribuicao binomial agora em funcdo
da probabilidade p e admitindo N =2e k = 1.
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Figura 2.8: Aspecto da fungdo massa de probabilidade, apresentada na equagao
(2.57) (N =20 e para p = {0.1,0.5,0.9}.

Este grafico pode ser entendido tendo por base uma situacao concreta. Por
exemplo qual a probabilidade de, numa sequéncia de dois bit, um deles ter o
valor 16gico ‘1’. Se a probabilidade do emissor gerar o bit ‘1’ for 0.5 entdo a
probabilidade de se obter um, e apenas um, dos bit a ‘1’ é maxima e igual a
0.5. Para valores de p acima ou abaixo de 0.5 verifica-se uma diminuicao da
probabilidade de ocorrer exactamente um tnico bit a ‘1’ numa sequéncia de
dois bit. Para os casos extremos em que p = 0 e p = 1 a probabilidade disso
acontecer é zero. No primeiro caso porque o emissor nao consegue gerar um bit
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‘1’ e no segundo caso porque nao consegue gerar um bit ‘0’. Fique atento ao
perfil deste grafico pois serd novamente observado, adiante, quando se falar em
entropia no contexto da teoria da informacao.

Mais uma vez, por razoes pedagdgicas, apresenta-se na caixa de texto que
se segue o codigo para Matlab que pemitiu tragar o grafico da figura 2.8:

N=2;k=1;
rho=linspace(0,1,40);
for i=1:40,

f x(i,:)=binomial (N,k,rho(i));
end
stem(rho,f x);x1label(’\rho’);
ylabel(’ f_X(k, N,\rho)’);

E possivel definir a média e variancia de uma varidvel binomial. O primeiro
momento estatistico de uma varidvel aleatéria X, que siga uma distribuigao
binomial de parametros k, N e p, é dado por:

EX)=N-p (2.60)

€ a sua variancia é:

o?=N-p-(1-p) (2.61)

Finalmente, em termos de notagao, uma variavel aleatoria X que siga uma
distribuicao binomial com parametros IV e p, é representada por:

X — Bin(n,p) (2.62)

Com isto se da por concluido o segundo capitulo deste documento. Estando
na posse dos conceitos essenciais de estatisticas e andlise de probabilidades o
capitulo que se segue trata de uma parte fundamental da teoria da informagao
que é a codificagao de canal: uma forma de aumentar a fiabilidade da trans-
missao de informagao sobre canais nao-fidveis. Como se vera, a matéria estudada
neste capitulo ird revelar-se essencial para a completa compreensao da matéria
do capitulo 3.
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Capitulo 3

Codificacao de Canal

“If you understand what you don’t understand help me understand.” !

— David MacKay

Este capitulo trata de um dos problemas fundamentais da Teoria da
Informacgao: a comunicagcdo fidvel através de um canal de comunica¢do
ndo-fiaqvel. Este problema é contornado através da adi¢cdo, a mensagem
a transmitir, de informagao redundante. Fssa informacdo permite ao re-
ceptor detectar a existéncia de erros e, eventualmente, poder corrigi-los.
A esta estratégia de controlo de erros é dado o nome de codificagdo de ca-
nal. Este capitulo explora sobretudo uma forma particular de codifica¢do
designada por codigo de bloco.

3.1 Introducao

O pai da Teoria da Informagao é Claude Shanon. Enquanto funcionario da
AT&T publicou, em 1948, o artigo “A Mathematical Theory of Communication” [6].
Nesse artigo equacionou e resolveu, do ponto de vista tedrico, a maior parte dos
problemas relativos a transmissdo da informagdo. Em suma o artigo tratava
sobre a problemaética da comunicagao fiavel sobre canais nao-fidveis. Toda
a teoria foi desenvolvida em abstracto e nao particularizada para um tipo es-
pecifico de sistema de comunicagao. Ou seja, independentemente da forma de
comunicar a teoria é aplicivel. Na sua forma mais simples um sistema de comu-
nica¢ao possui sempre um emissor, um receptor e um canal de comunicagao.

e Por exemplo a comunicagao verbal entre duas pessoas: A voz de uma

1Frase proferida, pelo Dr. MacKay, no decorrer de uma palestra (disponivel on-line em
http://videolectures.net/mlssO9uk mackay_it). Um exemplo perfeito de um sistema de
detecgdo e correccao de erros...
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(emissor) propaga-se através do ar (canal de comunicagdo) até aos ouvidos
da outra (receptor).

e O MODEM? de um computador (emissor) envia uma string de bits mo-
dulada, através de um par de fios de cobre (canal de comunicagao), até ao
MODEM instalado num outro computador (receptor).

e Uma sonda espacial (emissor) envia imagens de um planeta longinquo
através do vécuo (canal de comunicacao) até ao planeta Terra (receptor).

e Um ficheiro é guardado num suporte magnético, por exemplo um disco
rigido (canal de comunicagao), sendo acedido num instante posterior.

e Durante o procedimento de swap file o conteiddo numa drea da meméria
do computador é escrita num disco rigido (canal de comunicacao) e, mais
tarde, esse mesmo conteido voltard a ser carregado em meméria. Neste
caso o emissor e o receptor é a mesma entidade. No entanto a emissao e
a recepcao ocorrem em instantes temporais distintos.

Independentemente do canal em questao, todos eles possuem a propriedade
de subverter a mensagem. Coloca-se um sinal a transmitir e o sinal que se
recebe nao é exactamente igual ao que se emite. Por exemplo na transmissao
wireless os quanta sao absorvidos e dispersos pelo meio que atravessam. No
caso de comunicagao por cabo, o ruido térmico, elementos parasitas armazena-
dores de energia (condensadores e indutores), campos magnéticos variantes no
tempo que induzem tensoes que se sobrepoem ao sinal de interesse entre muitos
outros fenémenos descaracterizam o sinal emitido. O ideal associado a uma
transmissao fidvel pode resumir-se ao seguinte: o sinal enviado deve ser igual
ao sinal recebido. A figura 3.1 ilustra o problema da comunicacgdo fidvel. Se
M se referir & mensagem enviada pelo emissor e r for a quantidade de ruido
adicionada a mensagem pelo canal de comunicagao entdo a mensagem recebida
pelo receptor é M = M +r (uma versdo alterada da mensagem original).

M Y
EMISSOR RECEPTOR

Figura 3.1: Modelo genérico de transmissdo de uma mensagem do emissor, para o
receptor, através de um canal imperfeito.

Para que a mensagem que deixa o emissor seja igual & que chega ao recep-
tor, i.e. M = M é necessério que r = 0. No entanto a reducao de r nem
sempre € possivel ou facil de conseguir. Uma alternativa consiste em aumen-
tar a “poténcia” do sinal a transmitir. Se M > r entao M + r =~ M e logo
M =~ M. Daqui se conclui que uma das maneiras de aumentar a fiabilidade da
comunicacao consiste em transmitir a mensagem M sobre um sinal com uma
poténcia muito maior do que a poténcia do sinal de ruido. A figura de mérito

2MODEM é o acrénimo de MOdulator-DEModulator, um sistema que permite transmitir
informacao binaria sobre a rede telefénica.
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que ilustra a diferenca relativa entre as duas poténcias designa-se por relacao
sinal/rufdo. A relacdo sinal/ruido, que se designard por SNR?, é normalmente
expressa em decibel (dB) a partir da seguinte expressao:

Psina
SNR4p = 10 x logy, (pl> (3.1)
ruido

Por exemplo se Psinai = Pruido entdo SNRyp = 0dB. Se, por outro lado,
Piinait = 100 X Pryiqo entdo SNRyp = 20 dB. Finalmente se a poténcia do
ruido é 100 vezes superior a poténcia do sinal, o SNRgp = —20 dB. Conclui-se
assim que a relagao sinal/ruido deve ser o maior possivel. Na eventualidade da
poténcia do sinal nao poder ser controlada basta aumentar a poténcia do sinal
para que a transmissao seja realizada de forma mais fidvel. No entanto esta
estratégia possui diversos problemas entre os quais os limites fisicos do canal de
comunicagdo (por exemplo nao é possivel transmitir um sinal com uma poténcia
de IKW por um cabo de cobre de 0.5 mm de didmetro) e a energia despendida
durante a transmissio (o aumento da poténcia do sinal enviado por um satélite
envolve custos econémicos elevados).

Se for impossivel a eliminagao da fonte de ruido e se nao for vidvel o aumento
do SNR da fonte restam duas alternativas:

Alteracao fisica do canal de comunicagao: Envolve alterar a estrutura fisica
do canal de comunicacdo. (ex. blindagens eléctricas).

Alteracao do formato da mensagem: A mensagem enviada e alterada de
modo a transportar consigo mecanismos que permitam ao receptor perce-
ber se existiu um erro e, se possivel, corrigi-lo.

A teoria da informagdo, enquanto disciplina, trata apenas da segunda das
abordagens referidas. Para isso o sistema de comunicacdo ilustrado na figura
3.1 e expandido de modo a englobar dois blocos adicionais: um de codificagao
e outro de descodificagao. A figura 3.2 apresenta essa nova estratégia.

"
M . ol M

EMISSOR CODIFICADOR DESCODIFICADOR| RECEPTOR

RUIDO

Figura 3.2: Aumento da fiabilidade de um canal de comunicagdo recorrendo a um
par codificador/descodificador.

O emissor gera uma mensagem M. O codificador pega nessa mensagem e
adiciona-lhe redundancia transformando a mensagem original em C.. Esta nova
mensagem € enviada através do canal de comunicacao sendo alterada, devido aos
fenémenos jé referidos, para Cy = C. 4+ r. Finalmente o descodificador explora
a redundancia de Cy e gera a mensagem M para o receptor. Se a comunicagao
ocorreu sem erros entdo M = M.

3Do Inglés Signal-to-Noise Ratio
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Adiante ira falar-se sobre as diversas formas como o codificador pode alterar
a mensagem original. Para jé deixa-se aqui o reparo que, se a mensagem M for
uma sequéncia (string) bindria com m bit o codificador expande essa sequéncia
para n bit com n > m. E essa informacao adicional que é acrescentada a
mensagem que ird permitir ao descodificador perceber se existiu um erro na
transmissao e, em alguns casos, recuperar essa informagcao.

3.2 Modelo do Canal: o canal binario simétrico

Dependendo do tipo de sinal envolvido no transporte da mensagem assim o
canal desenvolve diferentes comportamentos. Por exemplo uma sequéncia de
bit enviados sobre um par entrancado de fios de cobre terao diferentes aspec-
tos se forem enviados em banda base (como acontece com a rede de dados
Ethernet) ou através de modulagdo (como acontece com a transmissao de si-
nais digitais através da rede telefénica). Nesta unidade curricular analisa-se
com algum cuidado um modelo do canal de transmissao designado por canal
bindario simétrico. O diagrama associado a este tipo de modelo encontra-se
representado na figura 3.3.

Ply=0lx=0)
0 5 0
Gy rS
iy s o
R P

s iy
o 7
QQOO Pt\f‘mj’ﬂ DQ@

1 — 1
Ply=1lx=1)
| CANAL DE COMUNICAGAQ |

ENTRADA (X)

Figura 3.3: Modelo para um canal binario.

Neste modelo a transmissao de um bit ao longo de um canal pode ser al-
terado. Essa alteracao é estocastica e apenas se admite o conhecimento da
distribuicao de probabilidade do canal. Se o modelo é simétrico a probabilidade
de ocorréncia de um erro se o bit enviado é ’1’ é igual a probabilidade de erro
para o caso do bit enviado ser ’0’. No diagrama representado na figura 3.3 essas
probabilidades sdo, respectivamente, P(y = 0lz = 1) e P(y = 1|z = 0) que, na
suposicao de simetria, possuem o mesmo valor.

3.3 Caso de estudo: fiabilidade de um disco rigido

Para tornar mais claro o problema da transmissao fidvel sobre canais reais
admite-se a seguinte situacao :

Um determinado processo de fabrico de discos rigidos é capaz de armazenar
informagao com uma taxa de erro de 10%. Admite-se que o processo de lei-

4Adaptado do exemplo apresentado pelo Dr. MacKay na palestra sobre Teoria da In-
formacao disponivel on-line.
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tura/escrita pode ser modelado por um canal binério simétrico com o seguinte
aspecto:

0g -
1 0.1 s q
0g "

Figura 3.4: Modelo do sistema de leitura/escrita de um disco rigido.

Questao 1 Suponha-se que 10000 bit sdo armazenados no disco rigido. No ins-
tante seguinte o mesmo numero de bit sao lidos. Quantos bit se espera
encontrar errados?

A distribuigao estatistica subjacente é binomial com parametros n = 10000
e p = 0.1. Se a varidvel aleatéria X representar o numero de bit errados
lidos do disco rigido, o valor esperado de erros é, pela definicdo:

EX]=nxp (3.2)
= 10000 x 0.1 = 1000 bit '
Com um desvio padrao de:
ox =ynxpx(l-p) (3.3)

= /10000 x 0.1 x 0.9 = 30 bit

Admitindo que o valor esperado estd, dentro de um certo grau de certeza,
a uma distancia de dois desvios-padrao entao X = 1000 =£ 60 bit.

Questao 2 Para poder ser um produto comercializavel qual deverd ser o valor
méximo da probabilidade de erro para um disco de 1 GB (gigabyte S.I.)?

A resposta a esta questao é subjectiva. Depende do critérios de qualidade.
Admitindo que o comprador efectua uma operagao de leitura/escrita de
1 GB por dia, e se se pretende que o tempo esperado sem problemas de
operacao seja de cinco anos entao apenas se admite um bit de erro em
8 x 10% x 365 x 5 = 1.46 x 10'3 ou seja uma probabilidade de erro em
torno de 1/103. Se forem vendidos, ndo um, mas um milhdo de discos
a probabilidade deve diminuir para garantir que todos os clientes ficam
satisfeitos dentro do horizonte temporal definido. Ou seja o niimero de bit
transaccionados sdo agora 8 x 109 x 365 x5 x 1 x 10° ~ 10? a probabilidade
de erro em 1 bit devera estar perto de 1/10'%. Na prética espera-se uma
probabilidade de erro entre os dois valores calculados. Concretamente, o
padrao industrial impde, como fasquia, um erro igual ou inferior a 1/10'8.
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O derradeiro problema consiste em transformar o disco com probabilidade
de erro igual a 10% e transformé-lo, num disco que cumpra os padroes de fabrico
internacionais. A forma melhorar a prestacao consiste em dotar o disco com um
codificador/descodificador. Existe uma mirfade de formatos para esses meca-
nismos. Vamos comecar por analisar um dos método mais simples: o registo
dos bit com redundéncia.

Uma das formas de minimizar os erros de transmissao envolve redundancia.
Ou seja a repeticao da informagao a transmitir. Uma das formas mais comuns
de codificacao segundo esta estratégia é a redundancia R3. A mensagem enviada
pela fonte é triplicada pelo codificador antes de ser enviada, através do canal,
para o receptor. Quando o emissor quer enviar ’0’ o codificador envia pelo
canal a sequéncia '000’ e, quando quer enviar '1’ o codificador transmite ’111°.
Uma mensagem M = 01101 enviada pelo emissor passa a ser transmitida pelo
codificador como C, = 000111111000111.

No outro extremo do canal de comunicacao encontra-se o descodificador.
Este transforma a sequéncia recebida Cy e transforma-a na mensagem M para
o receptor. Ou seja efectua uma tarefa de inferéncia. Quando uma codificagao
R3 é utilizada o descodificador agrupa os bits da mensagem recebida em grupos
de 3 e utiliza um sistema de descodificagdo por “votacdo”. Se em cada grupo
existirem mais ’1’ do que zero entédo esses trés bit sao substituidos por um tinico
bit com valor 1égico '1’. Se, por outro lado, existirem dois ou mais bit a ’0’
no grupo entao o descodificado substitui esse terceto por ’0’. Na tabela que se
segue apresenta-se o exemplo de descodificacao de algumas situagoes:

’ Codificado \ Descodificado ‘

000 0
110 1
010 0

Efectivamente a escolha do bit por esta estratégia segue uma estratégia de
maxima verosimilhanca. Por exemplo para a segunda linha da tabela 3.3 calcule-
se as probabilidades do valor transmitido ser '0’ e "1’

P(Cq = 110|M = 0)P(M = 0)
P(Cy = 110)

P(M =0|Cy = 110) = (3.4)

onde

P(Cy4 = 110) = P(Cy = 110|M = 0)P(M = 0) 4+ P(Cy4 = 110|M = 1)P(M = 1)

(3.5)
Como,
P(Cyq=110|M =0) = 0.1 x 0.1 x 0.9 = 0.009 (3.6)
e
P(Cy;=110|M =1) =0.9 x 0.9 x 0.1 = 0.081 (3.7)

Admitindo ainda que a probabilidade do emissor enviar '0’ é igual a probabili-
dade de enviar ’1’ obtém-se:

P(Cy = 110) = 0.009 x 0.5 + 0.081 x 0.5 = 0.045 (3.8)
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o que leva a:

0.009 x 0.5

PO =01Ca = 110) = —755 (3.9)

=0.1
Agora para M =1,

P(Cy = 110|M = 1)P(M = 1)
P(Cy = 110)

P(M = 1|C4 = 110) = (3.10)

o que leva a:

0.081 x 0.5

P(M = 1/Cy = 110) = = (311)

=0.9

Com esta estratégia, para que haja erro em um bit é necessario que dois
ou mais bit sejam alterados ao longo da transmissdo. Considerando ainda o
problema do disco rigido, atendendo a que a probabilidade de erro é 10%, uma
estratégia de codificagdo R3 aplicada ao sistema reduz essa probabilidade para
cerca de 3%. Esse célculo é feito da seguinte forma: Se X for a ocorréncia de
erro no bit recebido e se {Fs, E3} forem dois eventos em que o primeiro reflecte
a existéncia de dois bit alterados pelo canal e o segundo todos os bit foram
alterados pelo canal entao:

P(X) = P(E) + P(Es)

= ( g )0.120.9+ ( g )0.130.90 (3.12)
=0.027+107% = 0.028 (2.8%)

Se bem que a probabilidade de erro ainda esteja muito acima do valor de-
sejado verificou-se uma diminuigdo em cerca de 1/3 o valor inicial do erro. No
entanto nao é possivel conseguir “alguma coisa” por “nada”. O que se ganha
em robustez perde-se em taxa de transmissdo. Agora existem trés vezes mais
bits para transmitir do que na situacao original.

Questao Qual deverd ser o valor de i ({mpar) para um sistema de codificagao
R de modo a que se atinja uma probabilidade de erro igual ou inferior a
107187

Viu-se anteriormente que, para ¢ = 3 a probabilidade de erro consistia
na probabilidade de se alterarem 2 ou mais bit. Aumentando i para 5
agora a probabilidade de erro consiste na probabilidade de se alterarem
3 ou mais bit. Para um numero arbitrario impar ¢ trata-se de calcular a
probabilidade de se alterarem (i + 1)/2 bits. Neste caso a probabilidade
de erro é:

P(E)= ) Gt -p)t™" (3.13)
= (1)

2
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Vamos utilizar o Matlab para este procedimento. Para isso executa-se um
ciclo de operagoes (3.13) onde se varia o valor de i de 3 até, por exemplo
71. Para cada valor de 7 calcula-se a probabilidade de erro e guarda-se o
valor num vector designado por P.

clear all;clc
ro=0.1
ptr=1;
for n=3:2:81,
P(ptr)=0;
for i=(n+1)/2:n,
C=nchoosek(n,i);
P(ptr)=P(ptr)+C*xro~i*(1-ro) "~ (n-1i);
end
ptr=ptr+i;
end
n=3:2:81;
plot(n,log(P),’k’,n,log(1/10718) *ones(length(n),1),’r:’);
xlabel(’Redundancia (R-i)’);ylabel(’log(Probabilidade)’);

O resultado da execugao deste cédigo leva ao resultado ilustrado pelo
grafico que se segue:
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Figura 3.5: Probabilidade de erro face ao aumento da redundancia.

De onde se conclui que o menor valor para i que satisfaz a condigao de erro
é 75. O que significa que cada bit tem que ser escrito 75 vezes. Em termos
praticos o disco de 1GB apenas possui disponivel para o utilizador pouco mais
de 13 MB (SI). A figura que se segue representa a relacdo entre probabilidade
de erro e razao de informacao.
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Figura 3.6: Grafico do logaritmo da probabilidade de erro face a razao de informagao.

Conforme se pode constatar a diminuicao da probabilidade de erro conduz a
uma diminuicao da taxa de transmissao, i.e. o nimero de bits a transmitir au-
menta. Ou seja a mesma mensagem demora mais tempo a transmitir pois possui
maior nimero de bit. Este resultado sugere que a utilizagao de redundancia nao
resolve o problema relativo a probabilidade de erro do disco rigido. Desta forma
métodos alternativos devem ser explorados.

3.4 Estratégias para a codificagcao de canal

Existem diversos métodos que podem ser utilizados para diminuir o erro de
transmissdo. Alguns métodos assentam na retransmissdo da informagao. Ou
seja se o receptor detecta um erro na mensagem pede ao emissor que retrans-
mita. Este modo de controlo de erro é uma forma especial de redundancia. Em
alguns tipos de estratégias o receptor envia, de volta ao emissor, uma mensagem
de confirmacao da mensagem. Este método designa-se por ARQ - Automatic
Repeat reQuest. Se o receptor ndo receber uma confirmagdo durante um inter-
valo de tempo (timeout) reenvia a mensagem até que receba a frame ou pacote
de confirmagao ou até que um niimero maximo de retransmissoes seja excedido.

O problema com este tipo de estratégia reside na necessidade de existir
comunicacao full-duplex ou seja o receptor deve ser capaz de comunicar, em
tempo-real, com o emissor. Em muitas situacoes isso nao é possivel. O receptor
ndo se encontra em contacto com o emissor e, deste modo, ndo hé forma de este
requisitar nova transmissao em caso de erro. Nestes casos a prépria mensagem
deve transportar consigo mecanismos que dotem o receptor com a capacidade
de detectar e eventualmente corrigir os erros. A esta forma de transmissao é
chamado de FEC - Forward Error Correction. Os sinais digitais utilizam o

FEC em dois métodos principais®:

5Efectivamente existem ainda os c6digos Turbo computacionalmente mais eficientes do que
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Cddigos de Bloco Operam em “blocos” de bit recorrendo a um determinado
algoritmo. A mensagem original é expandida, i.e. a sua dimensdo au-
menta, com informagao adicional que permite a deteccao e correccao de
€rros.

Cédigos Convolucionais Tal como no caso dos cédigos de bloco, os cédigos
convolucionais aumentam o comprimento da mensagem. No entanto, neste
caso, a operacao de transformagao nao envolve apenas a mensagem actual
mas também as ultimas recebidas até uma profundidade arbitraria.

A seccao que se segue trata da codificacao por cédigos de bloco. Introduz-se
o conceito de distancia de Hamming e apresentam-se alguns exemplos.

A fonte discreta gera informacao sob a forma de simbolos binarios. O codi-
ficador de canal aceita a mensagem e adiciona-lhe redundancia de acordo com
uma regra pré-determinada. O descodificador de canal explora a redundéancia
de modo a decidir quais os bits que foram efectivamente transmitidos. O objec-
tivo do par codificador/descodificador é minimizar o efeito do ruido no canal de
comunicacao.

FONTE CODIFICADOR
DISCRETA DE CANAL
|

canal
discreto

\ DESCODIFICADOI RECEPTOR
DE CANAL DISCRETO
N

&

madulador

analégico

Figura 3.7: XXXXXXXXXX

Existem diversas formas de implementar a codificacdo e descodificagao de
canal. De forma grosseira pode-se classificar esses cddigos em duas familias:

e Cédigos de bloco.
e (Cdbdigos convolucionais.

O que os distingue é a presenga ou auséncia de memoria no codificador. Por
exemplo num cédigo de bloco (n, k) o codificador de canal recebe blocos de k
bit e transforma-os em blocos de n bit. J4 num cédigo convolucional a operagao
de codificacao

O codificador de um cddigo convolucional opera na mensagem enviada pela
fonte usando uma “janela deslizante” com duragao igual a sua memoéria. Num
c6digo convolucional o codificador de canal aceita os bits da fonte como uma
sequéncia continua gerado, simultdneamente, uma sequéncia continua de bit
codificados.

os c6digos convolucionais e que sdo presentemente o estado da arte em sistemas de codificagdo.
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3.5 Cddigos ARQ

Automatic Repeat reQuest (ARQ), é um método de controlo de erro em sis-
temas de transmissao de dados que utiliza mensagens enviada pelo receptor
indicando se uma mensagem foi correctamente recebida ou nao. Definem-se
ainda intervalos de tempo para que a mensagem de confirmacao seja recebida
pelo emissor. Se o emissor ndo receber uma confirmagio (acknowledge) antes
do tempo terminar este re-envia novamente a mesma mensagem. Este procedi-
mento é repetido até que seja recebido uma confirmagao do receptor ou entao
um numero pré-definido de tranmissao tenha ocorrido.

Os cédigos ARQ sé podem ser usados em situagoes em exista uma via de
comunica¢io entre o receptor e o emissor. Seja simultdnea (full-duplex) ou
partilhada (half-duplex). Numa transmissdo full-duplex existe a possibilidade
de comunicacao simultanea entre o emissor e o receptor e vice-versa. Num canal
half-duplez é necessario esperar que um dos extremos termine a transmissao para
0 outro poder transmitir.

Esta estratégia de controlo e correc¢ao de erro utiliza a redundéancia da
palavra-cédigo apenas para detectar a existéncia de erros na transmissao.

3.5.1 Stop-and-Wait

Neta estratégia o emissor envia uma mensagem e activa um temporizador e
aguarda por um sinal de confirmacdo transmitido pelo receptor. Se o sinal
de confirmagao chegar antes de terminar o tempo imposto pelo temporizador, o
emissor envia nova mensagem re-inicializando o temporizador. Se a confirmagao
nao chegar antes do temporizador atingir o fim da contagem o emissor re-envia
novamente a mesma mensagem.

Para que o receptor detecte o erro na transmissao, o emissor envia a mensa-
gem com redundancia que permita essa deteccao. No caso de serem detectados
erros o receptor descarta a mensagem e aguarda pelo re-envio.

Para além da redundéncia, o emissor marca cada nova mensagem com um
cabecalho composto por um bit que alterna. Esta estratégia permite evitar que
o receptor se confunda no caso do sinal da confirmagao da mensagem anterior
se perder. Se for este o caso o0 emissor re-envia a mesma mensagem mas O
receptor estd a espera de uma nova. Com a adig@o deste bit, se o cabecalho da
nova mensagem tiver o mesmo valor légico do cabecalho da mensagem anterior
entao o receptor sabe que se trata do reenvio da mensagem anterior e re-envia
a confirmacao.

Comparativamente as outras formas de ARQ, o stop-and-wait é ineficiente
devido & baixa taxa de transmissdo conseguida. De forma a melhorar o desem-
penho apresentam-se duas técnicas alternativas que conseguem atingir taxas de
transmissao mais elevadas enviando, em cada vez, mais do que uma mensagem.

3.5.2 Go-back-N

Ao contrério do stop-and-wait, o ARQ go-back-N envia um nimero especifico
N de mensagens sem aguardar pela confirmagao do receptor. Por outro lado
o receptor vai tomando nota da proxima mensagens a receber e envia essa in-
formagao ao emissor. No caso de uma mensagem recebida nao ser a esperada
esta é ignoradas. No fim das N mensagens o emissor toma conhecimento de
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qual a dltima confirmacgao e envia N mensagens a partir dessa. Com esta es-
tratégia consegue-se maiores taxas de transmissao mas podem ocorrer re-envios
de mensagens transmitidas sem erro. Por esse motivo uma nova alternativa foi
projectada designada por selective repeat.

3.5.3 Selective Repeat

Ao contrario do protocolo go-back-N, o receptor no ARQ-SR continua a aceitar
mensagens apds um erro e enviando confirmagao dessas mensagens. O receptor
toma nota do nimero da ltima mensagem incorrecta e envia-o em cada sinal de
confirmagado. Assim que o emissor enviar as N mensagens re-envia as mensagens
cujos numeros sao fornecidos nos sinais de confirmagao recebidos.

3.6 Cobdigos FEC

A filosofia subjacente aos c6digos FEC é substancialmente diferente daquela de-
finida para os c6digos ARQ. Como se viu os cédigos ARQ utilizam a redundéncia
da palavra-codigo apenas para a detecgdo de erros. No caso de um erro ter sido
detectado o receptor envia um pedido de retransmissao ao emissor. Por outro
lado os cdodigos FEC assentam na redundancia no cédigo transmitido tanto para
a detec¢do como a correccdo de erros. Admite-se comunicacdo simplex entre o
emissor e o receptor.

3.6.1 Coddigos de Bloco Lineares

Se uma mensagem (sequéncia de k bit) for vista como um vector, os cédigos de
bloco efectuam um mapeamento desse vector num vector alternativo sobre um
espaco de dimensionalidade n. Por esse motivo os cddigos de bloco sao referidos
como cddigos (n,k). Um dos exemplos é o cédigo Hamming (7,4) que veremos
adiante. Considere-se por exemplo o seguinte mapeamento:

00 | 11000000
01 | 00011110
10 | 01000100
11 | 10111011

uma mensagem M = 1011 serd, neste caso, transmitida como C. = 0100010010111011.
(compor)....
e n designa-se por comprimento do bloco.
e A palavra & saida do codificador designa-se por palavra-cédigo ©.
e Se a fonte discreta produz uma mensagem com uma taxa de T g bits-por-

segundo (bit/s) o codificador ird reproduzir essa mensagem com uma taxa

SDo Inglés codeword
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A fonte binaria gera uma sequéncia a taxa de Tg bits-por-segundo. Este
bits s@o agrupados pelo codificador de canal em blocos com dimensao k. A cada
bloco é acrescentada (n— k) bit de redundancia produzindo uma palavra-cédigo
com n bit. A taxa de transmissao do codificador é T¢ = (n/k)TF bit/s.

Um cédigo é designado por linear se a soma, em médulo 27, de quaisquer
palavras-cédigo resulta numa terceira palavra-cédigo que faz parte do codigo.
Por exemplo a codificagdo R3 é um cédigo linear pois.

—Melhorar - Acrescentar a necessidade de ter um vector 0000

Por exemplo a mensagem 1011 é codificada em 111000111111 e a mensagem 0001
em 000000000111. A soma mddulo 2 das duas palavras-cédigo é 111000111000.
Esta dltima é uma palavra-cédigo véalida no sistema de codificagao utilizado
dado que existe repetibilidade de ordem 3 de cada bit. A string bindria anterior
¢ descodificada em 1010.

3.6.1.1 Estrutura e formato matricial

Num cédigo de bloco (n,k) o codificador adiciona, aos k bit que compdem
a mensagem, n — k bits designados por bits de paridade ou redundancia. A
redundéncia é portanto o nimero de bits usados para transmitir uma mensagem
para além daqueles efectivamente usados pela mensagem. A diferenga entre o
ndmero de bits necessarios pela mensagem e o numero de bits efectivamente
transmitidos é chamado de overhead.

Se o cddigo possui uma estrutura sistematica entdo a palavra-cédigo é
dividida em duas partes bem distintas. Uma parte é ocupada pela mensagem e
a outra pelos bit de paridade. Na figura 3.8 representa-se esse conceito.

MENSAGEM PARIDADE

Figura 3.8: Estrutura de uma palavra-cédigo sistemaética.

Se {myq, -, my, } se referem aos bits relativos & mensagem M ese {t1,--- ,tn_r}

se referem ao (n— k) bit de paridade entao a palavra-cédigo é {c1,- - ,c,} onde,
o omi, i=1, Lk

CZ_{ ti*kta Z:k+177n (314)

Os valores logicos dos bits de paridade sao, de forma genérica, obtidos pela
combinacao linear dos bits da mensagem M, i.e.

t; = ay;my + - QMg (315)
onde os coeficientes o;; sdo definidos da seguinte forma:

iy = { 1 set; depende de m; (3.16)

0 caso contrario

7A soma em médulo-2 e a soma bindria desprezando o transporte, i.e. a operacdo xOr
entre dois bit



86 Capitulo 3. Codificacao de Canal

Para além disso a operagdo '+’ refere-se & adigdo médulo 2 (operagdo XOR) e
a;;m; ao produto médulo 2 (operacdo AND).

Voltando a expressao 3.15, uma forma mais eficiente de a representar envolve
o produto interno entre o vector m = [mq - - - my| e a matriz dos coeficientes:

11 ot Qi(n—k)
a= Lo : (3.17)
Qg1 Qk(n—k)
levando a,
t=m-a (3.18)

onde t = [tl s tn—k]-
Se, adicionalmente, ¢ = [c; - - - ¢,,] for o vector palavra-cédigo entéo,

c=m-G (3.19)
onde G se designa por matriz geradora e é definida por:
G = [I;]a] (3.20)

ou seja é a concatenagao de Iy, a matriz identidade de dimensao k x k, com a
matriz dos coeficientes e com dimensdo k x (n — k).

Quando a matriz G se encontra no formato indicado pela expresséo (3.20)
diz-se que esta estd na forma padrao 8. No caso da matriz geradora, para um
determinado cédigo linear, nao se encontrar na forma padrao é possivel definir
uma matriz G alternativa, na forma padrao, para um codigo equivalente ao pri-
meiro. Essa segunda matriz G é obtida, da primeira, por operacoes elementares
entre as linhas e colunas. As operacoes validas sao:

Permutacao de colunas Um par de colunas da matriz G podem trocar de
lugar. Se G = [g;---&; - 8] para g;, com i = 1,---n, vectores coluna
entao, por exemplo, a permutacao entre as colunas 1 e ¢ da lugar a uma
matriz G' = [g; - g1 &nl-

7

Permutagao de linhas Outra das operacoes validas é a troca de linhas. Se
T ) . ~
G = [ng gl gg] para g;, com ¢ = 1,---n, vectores linha entao,
por exemplo, a permutacao entre as linhas 1 e ¢ d4 lugar a uma matriz
T
G =gl gl gT]".
Soma de linhas Uma linha de G pode ser substituida pela sua soma com outra
]T

linha qualquer da matriz geradora. Ou seja se G = [gf coogloo.gl
G = [gf gl gl gg] é uma matriz geradora equivalente.

Um cédigo C’ obtido a partir de G/, uma matriz gerador derivada, a partir
de operagoes lineares, da matriz G é linearmente equivalente ao cédigo C. Por
exemplo considere um cddigo com a seguinte matriz geradora:

G= (3.21)

— = e
=
—_-o o -
S oo
SO =
O R O
=

8Do Inglés standard form
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Esta matriz nao se encontra na forma padrao e as palavras-cédigo geradas por
ela nao sao sistematicas. Por isso comecga-se por somar a linha 1 com a linha
2 resultando em:

0 1 1.1 010

, |1 000101
G=l1100010 (3.22)

11100 0 1|

agora a linha 2 passa a ser igual a soma das linhas 2 e 4:

[0 1 1 10 1 0]

, |0 1 1 01 00
Gr_1100010 (3.23)

11100 0 1|

Nova operacao de soma. Agora a linha 1 ficard com o resultado da soma entre
as linhas 1 e 3.

101 1000
, |01 10100
G = 1 1.0 0 0 1 0 (3.24)
11100 01
Tragando agora as colunas da matriz anterior obtém-se:
1000 1 01
;L 0100 011
G=1lo0010110 (3.25)
0001 1 11
—_——
L 14 J

Que, como se pode comprovar, se encontra na forma padrao. Note que a minima
distancia de Hamming do cédigo original e do novo cédigo sistematico é a mesma
(dj; = 3). Para além disso existe os histogramas dos pesos de Hamming de
ambos os codigos é exactamente a mesma.

Define-se ainda a matriz de teste de paridade H como sendo:

H = [a"[I,_] (3.26)
Prova-se que, se a palavra-cédigo for correcta, entao:
c-H' =0 (3.27)

A matriz G é utilizada na operagao de codificacao do transmissor e a matriz
H ¢ utilizada durante a operacao de descodificacao no receptor. A figura 3.9
ilustra este conceito.
No modelo de transmissao ilustrado na figura, o codificador envia o vector
c e o descodificador recebe d. Numa transmissao sem erros ambas as palavras-
codigo sao idénticas. Por outro lado, no caso de terem existido erros na comu-
nicagao, existem bit nas duas palavras que sao distintos. Define-se o vector de
erro e como sendo o vector obtido pela diferenga (em mdédulo-2) entre as strings
ced.
e=d-c (3.28)
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Fonte R
. Fonte de
Discreta uido e A

CODIFICADOR DESCODIFICADOR

Figura 3.9: As matrizes G e H no contexto da codificacdo de canal.

sed=[d;---dy]Jec=c1- ¢, entdoe = [e1 - e,]. Por exemplose c =[1001]
ed=[1100]entdo e=1[01 0 1]. Os elementos a ’1’ no vector e representam
os bits que sofreram mutagao apés a transmissao.

A jusante do canal de comunicagdo, o descodificador recebe d e recorre a
expressao 3.27 para avaliar a palavra recebida:

dH?” <o (3.29)

Como d = ¢ + e obtém-se:

dH” = (c +e)H”

3.30
=cHT + eHT ( )

como ¢ - HT = 0 a expressdo anterior resume-se a:
dHT = eH” (3.31)

Atribui-se ao vector dH” a designacio de sindrome. Efectivamente o
sindrome nao é mais do que o resultado do teste de paridade a um determinado
vector. No caso do vector d o vector sindrome designa-se por sq e calcula-se
por:

sq =d-HT (3.32)

Ja para o vector e o sindrome denota-se por se,
se=e-HT (3.33)

A igualdade apresentada na expressao (3.31) indica que o sindrome do vector
recebido é igual ao sindrome do erro. Esta consideragao é importante e, como
veremos a frente, permite desenvolver um procedimento eficiente de descodi-
ficac@o.

Por exemplo admita-se um cédigo (6,4) onde,

(3.34)

— =
O = O =
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e logo, ] ]
111 1]10
H:_]_o 1 0[]0 1 (3.35)
e — -
1 00 0]1 1
01 00|10
G=lo010]11 (3.36)
| 000 1|1 0]

Sem =[1 0 1 1], e admitindo a inexisténcia de erros de transmisséo,

c=d=m-G

(3.37)

=[1 0111 0]

O valor do sindrome é, neste caso,
s=d-H"

1 1

10

11
_[101110} 10 (3.38)

10

0 1

~[0 0]

Admita-se agora a existéncia de um erro de transmissdo no primeiro bit. Neste
casod=[0 0 1 1 1 0]elogoosindromeés=[1 1]. Os valores
a ’1l’ no sindrome indicam que ambos os valores de paridade sao invalidos. Se,
por exemplo, d = [ 10 01 10 ] o resultado é também s = [ 11 ]
Conclui-se assim que a informagao contida no sindrome néao é suficiente para
que o descodificador descubra a mensagem exacta que foi transmitida.

Suponha-se que uma palavra-cédigo ¢ é transmitida por um canal. Admita-
se ainda que esse canal introduz erro na mensagem enviada caracterizado por
e. Neste sentido, o cédigo recebido pelo descodificador é d = ¢+ e. No caso de
d nao pertencer a C, o descodificador apercebe-se da ocorréncia de um erro de
transmissao e pode tentar recuperar a palavra-codigo enviada pelo codificador.
Uma possivel estratégia parte da substituicao da palavra-cédigo invalida por
uma pertencente ao alfabeto C. A escolha da sequéncia estimada para a palavra-
cédigo enviada, ¢, pode ser feita de indmeras formas. Uma delas parte do
pressuposto que a probabilidade de terem ocorrido erro em muitos dos bit é
muito menor do que a probabilidade de terem sido modificados, pelo canal,
apenas um numero restrito de bits. Neste sentido a escolha da palavra-cédigo
¢ é feita no sentido de ser, de entro o universo das palavras-cédigo validas C,
aquela que tenha uma menor distancia de Hamming a palavra-cédigo recebida
d. Normalmente essa pesquisa é feita numa tabela, com 2™ entradas, designada
por matriz padrao®.

Uma forma equivalente, mas mais eficiente do ponto de vista computacional,
recorre ao calculo dos vectores de sindrome. Este método sera descrito ao longo
da secgao 3.6.1.5.

9Do Inglés standard array
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3.6.1.2 Distancia de Hamming

Nesta seccao define-se a distancia entre duas palavras-cédigo de um dado al-
fabeto. A métrica utilizada quando se fala de string bindrias é a distancia de
Hamming. Pela importancia que este conceito apresenta na teoria da informagao
seguem-se algumas definicoes:

Peso de Hamming wg(c): O peso de Hamming de uma palavra-cédigo ¢ é
designado por wg(c) e refere-se ao nimero de bit a ’1’ na palavra c. Por
exemplo 1011 tem wg(c) = 3.

Minimo peso de Hamming wj;: O minimo peso de Hamming de um cédigo
de bloco é o menor peso da palavra-cédigo nao nula no universo C do
codigo.

wy =min{wg(c):c€CAc#0}

Distancia de Hamming dg(cy,cs): Admitindo duas palavras-c6digo, ¢1 e co
com a mesma dimensdo (numero de bit), a distdncia de Hamming entre
essas duas palavras consiste no nimero de bit diferentes entre elas. Por
exemplo se ¢; = 1011 e se co = 1100 entdo dy(cq,ce) = 3. A distancia de
Hamming pode ser entendida como sendo o peso de Hamming da operagao
XOR entre c; e co:

dp(c1,c2) = w(ey xor ¢3) (3.39)

e wy(c) =d(0,c)
e dy(cy,c2) = wr(cy —c2)
e wy(c)=0se, esése,c=0
Minima Distancia de Hamming dj;: No universo de todas as palavras-cédigo
possiveis para uma dada codificacao, a minima distancia de Hamming dj;

e o menor valor da distancia de Hamming entre quaisquer par de palavras-
cédigo (desde que ¢ # c2).

Para ilustrar o conceito de distdncia minima admita-e o conjunto de todas
as palavras-c6digo de 3 bit como se mostra na tabela 3.3.

Tabela 3.1: Cdédigo de 3 bit para uma mensagem com alfabeto de dimensao 8.

c | cédigo || ¢ | cédigo
a 000 e 100
b 001 f 101
c 010 g 110
d 011 h 111

O numero de combinagao possiveis duas-a-duas pode ser calculado da se-

guinte forma:
23 8l 8x7T
<2>_2!6! T oax1=s (3.40)

Todas as combinagoes possiveis, assim como as respectivas distancias de
Hamming, encontram-se tabeladas em 3.2.
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Tabela 3.2: Todas as possiveis distancias de Hamming para o alfabeto representado
na tabela 3.3.
[ cica [ d(ci,ca) [ cica [ d(ei,ca) | cica [ d(ca,c2) [ caca [ d(ei,co) |

ab 1 bc 2 cd 1 de 3
ac 1 bd 1 ce 3 df 2
ad 2 be 2 cf 2 dg 2
ae 1 bf 1 cg 2 dh 1
af 2 bg 3 ch 1 ef 1
ag 2 bh 2 fg 2 eg 1
ah 3 gh 1 th 1 eh 2

Por observagao da tabela 3.2 verifica-se que dj; = 1. A mesma conclusao
poderia ser obtida, sem a andlise exaustiva de todas as combinagoes possiveis a
partir do seguinte teorema:

Teorema 1: Para qualquer cédigo linear a minima distancia dj; € igual a
peso minimo wi;.

Neste caso, observando a tabela 3.3 observa-se que o menor valor de w(c) é
igual a 1 confirmando o teorema anterior.

Admita-se agora que o cédigo é constituido apenas pelas palavras-cédigo d,
f, g. De acordo com o lema anterior prevé-se que d,,;, = 2. Para o comprovar
listam-se todas as combinagoes das palavras anteriores tomadas duas-a-duas.

Tabela 3.3: Todas as possiveis distancias de Hamming entre os cédigos d, f e g.
[ cica [ d(ci,c2) |

df 2
dg 2
fg 2

Quest&o: Porque é que o teorema nfo é aplicavel ao cédigo
formado por d, f, g e h?

A aplicagdo do teorema anterior, a cédigos de bloco lineares, permite a de-
terminacdo mais rdapida, em termos computacionais, da distancia dj; quando
comparada com a pesquisa exaustiva utilizando a definicdo. Efectivamente a
procura da distdncia minima é um problema classificado como NP-Hard!°.

Outro teorema evidencia a relacdo entre a matriz de paridade H e o minimo
peso de Hamming;:

Teorema 2: O minimo peso de Hamming, wj;, de um cédigo de bloco linear é
igual a0 menor numero de colunas linearmente dependentes da matriz de pari-

dade H

100 tempo de execucio aumenta de forma nao-polinomial com a dimensio do problema,
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O conhecimento de dj; de um cédigo de bloco linear é importante pois esse
valor indica-nos a capacidade desse cdédigo detectar erros. Efectivamente, o
ntimero maximo de bit errados (ny) que podem ser detectados, num cédigo com

dy é:
ng=dj — 1 (3.41)

Por exemplo considere-se novamente o cédigo estabelecido na tabela 3.1. O
valor de dj; neste caso é 1 o que implica, de acordo com a igualdade (3.41),
n. = 0 ou seja é impossivel, para o receptor, detectar a existéncia mesmo de um
bit errado. Facilmente se comprova esta afirmacao. Imagine-se que se trans-
mite o cédigo 011 relativo a d. Admita-se que um dos bit é alterado pelo canal
de comunicagao. Por exemplo a mensagem recebida pelo receptor é 001. Este
converte a mensagem recebida em b nao se apercebendo do erro. Considere-se
agora o codigo composto pelas palavras-cédigo d, f e g. Viu-se que a minima
distancia de Hamming é, neste caso, igual a 2. De acordo com a expressao (3.41)
este codigo permite a detecgao de um bit errado. Para o comprovar imagine-se
que se envia novamente d. O erro em um bit pode levar o receptor a ler uma de
trés possiveis mensagens: 111, 001 e 010. Como nenhuma delas pertence ao al-
fabeto do codigo, o receptor nao consegue descodificar a mensagem, sinalizando
a ocorréncia de erro.

Uma das caracteristicas de um cédigo FEC é a capacidade, nao s6 de detectar
erro nas mensagens, mas também possuir a capacidade de os corrigir. O nimero
maximo de bits que podem ser corrigidos, n., com um cédigo também depende
de dj;. Mais concretamente,

ne = {‘1’{21 (3.42)

onde |-] se refere ao arredondamento, por defeito, ao inteiro mais préximo.
A partir desta expressao pode-se concluir que, para que um cédigo possua a
capacidade de corrigir, pelo menos um bit errado, a distancia de Hamming
minima deve ser superior ou igual a 3. Ambos os cédigos apresentados nao
admitem correcgdo de erro. O primeiro porque dj; = 1 e o outro porque dj; =
Por isso mesmo vamos inventar um cédigo, para o alfabeto apresentado na tabela
3.1, de modo a que a distancia minima seja 3.

3.6.1.3 Como inventar um cédigo?

O cédigo apresentado na tabela 3.1 possui dj; = 1. Por este motivo é necessério
aumentar esse valor para dj; = 3. Os cédigos que obrigam a dj; = 1sao b, cee.
O que significa que é necessario aumentar o peso de Hamming para esses cddigos.
Como existem trés cédigos nessa situagdo é necessdrio adicionar, no minimo,
trés bit de redundancia. Se se adicionassem apenas 2 bit de redundancia estes
teriam que ser obrigatoriamente 11 para os trés casos o que seria manifestamente
impossivel & luz da expressao (3.18).

Atribui-se, de forma arbitréria, os seguintes bit de paridade aos cédigos b, ¢
e e. Apenas se teve o cuidado de garantir que wy(b) = wy(c) = wh(e) =3 e
que as linhas de t eram linearmente independentes. Deste modo obteve-se:
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Tabela 3.4: Todas as possiveis distancias de Hamming para o alfabeto representado
na tabela 3.3.

[ c [ mensagem [ paridade ]
b 001 110
c 010 011
e 100 101

ou seja, para este c6digo, a matriz « é igual a:
1 01
a=|1 10 (3.43)
0 1 1

Com base nesta matriz, e atendendo & expressao (3.18) obtém-se as seguintes
palavras-cédigo:

Tabela 3.5: Todas as possiveis distancias de Hamming para o alfabeto representado
na tabela 3.3.

[ ¢ | mensagem [ paridade [[ ¢ [ mensagem | paridade ]
a 000 000 e 100 101
b 001 011 f 101 110
c 010 110 g 110 011
d 011 101 h 111 000

Como se pode comprovar, mesmo por inspeccao visual, a distancia minima
de Hamming é 3.

3.6.1.4 Relacao entre distancia de Hamming e matriz de teste da
paridade

A partir da matriz de teste da paridade H é possivel determinar a distancia
minima de Hamming para um cddigo linear. Para demonstrar essa particula-
ridade admita-se uma palavra-cédigo arbitraria c¢; € C. Atendendo & condigdo
expressa em 3.27 conclui-se que a combinagao linear das colunas de H aponta-
das pelos elementos nao-nulos de c; é igual a zero. Por exemplo se ¢ = 011101
e se,

100101
H=[0 1011 0 (3.44)
001011

entao a soma das colunas 2, 3, 4 e 6 de H deve ser zero. Esta afirmacao pode
ser facilmente comprovada. Observe-se que,

010 + 001 + 110 + 101 = 011 + 110 + 101
— 101 4 101 (3.45)
— 000

Por outro lado, se o cédigo for linear, a distdncia minima de Hamming é
igual ao menor peso de Hamming, do universo de todas as palavras-cédigo, com
excepcao do vector nulo. Seja c¢i a palavra-cédigo pertencente a C com o me-
nor peso de Hamming. Seja esse peso igual a dj;. Pela definicdo de peso de
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Hamming, o nimero de bits, em cg, diferentes de zero é igual a d};. Conclui-se
assim que a distancia minima de Hamming é igual ao menor nimero de colu-
nas linearmente dependentes de H. Assim sendo evidenciam-se as seguintes
situacoes [4]:

e A distancia minima de Hamming é um se existir uma coluna a zero em H.
Nesta situagao é claro que existe, no alfabeto de C, uma palavra-cédigo
com peso de Hamming igual a um.

e A distancia minima de Hamming é dois se existirem duas colunas idénticas
em H. Tal como no item anterior, este facto indica a existéncia de uma
palavra-cédigo com peso de Hamming igual a dois no alfabeto de C

O que acabou de ser dito pode ser resumido pelo seguinte teorema [7]:

Teorema 3: A distancia minima de Hamming de um codigo linear, dj;, tem
valor igual a p se, e s6 se, todos os conjuntos formados por p — 1 colunas da
matriz de teste de paridade H forem linearmente independentes e algum(s)
conjuntos formados por p colunas de H sao linearmente dependentes.

Em &lgebra linear, o rank de uma matriz é o nimero de linhas (ou colunas)
linearmente independentes dessa matriz'!. Desta forma, o teorema anterior
garante que o rank da matriz H deve ser superior, ou igual, a p — 1. Ou seja
(7],

rank(H) >p—1 (3.46)

A partir desta expressao é possivel determinar um majorante para a distancia
minima de Hamming a partir de:

dyy <rank(H) +1 (3.47)

Por exemplo para a matriz H apresentada em (3.44) o valor do rank é 3. O
que significa que o maior valor possivel para dj; é 4. Efectivamente a minima
distancia de Hamming para esse cédigo é 3. Basta ver que nao existe nenhuma
coluna a zero, nao existem duas colunas iguais e a soma, por exemplo, das
colunas 1, 2 e 4 d&, como resultado, o vector zero.

3.6.1.5 Descodificagao

Nesta parte da matéria vamos analisar o que acontece apds interferéncia e como
é que o descodificador pode lidar com essa perturbacao. Na seccdo anterior
verificou-se que o processo de codificacdo envolve apenas produtos matriciais,
sendo por isso uma operacao linear. No entanto o processo de descodificagao é
nao-linear e a forma mais comum ¢é discutida nos paragrafos que se seguem.

Normalmente, quando um cédigo d é recebido pelo descodificador nada pode
ser dito a respeito da mensagem original c. A tarefa do descodificador assenta
num conjunto de suposigoes, inferéncias, acerca da mensagem em funcao de d.
Ou seja a afirmacao feita pelo descodificador, de que d se refere & mensagem
c, ¢ feita de forma condicional: admitindo a inexisténcia de erros, admitindo a
existéncia de um erro, ..., admitindo a existéncia de n erros.

110 rank de uma matriz tomado ao longo das linhas ou colunas tem o mesmo valor.
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A inferéncia sobre o niimero provéavel de erros é feita analisando a redundancia
enviada em c. Por norma se d € C o descodificador assume que nao houve erros
na transmissdo. Caso isso nao aconteca o descodificador pode tentar desvendar
qual terd sido a verdadeira mensagem enviada. Existem varias formas de exe-
cutar essa tarefa. Um dos métodos envolve a escolha, de entre o alfabeto C,
da palavra-cédigo que mais se aproxima de d. Normalmente essa aproximagao
é estimada segundo a distancia de Hamming. Ou seja o processo de descodi-
ficacao, em caso de erro, escolhe, como sequéncia real d’, o vector v € C com
menor distancia de Hamming do vector recebido:

d' =argmin dgy (d,v) (3.48)

Para ilustrar este método recorde o cédigo apresentado na seccao 3.6.1.3.
Imagine que se envia o caractere b pelo canal de comunicacao e um erro ocorreu
em um dos bits. Por exemplo enviou-se 001011 e foi recebido 011011. Como
a palavra-cédigo recebida nao pertence ao alfabeto do cdédigo, o descodificador
gera um erro. Agora, para o corrigir, vai calcular a distancia da palavra rece-
bida a todas as outras que fazem parte do cédigo. Os resultados encontram-se
apresentados na tabela 3.6.

Tabela 3.6: Todas as possiveis distancias de Hamming, a palavra 011011, para o
alfabeto representado na tabela 3.3.

[ c [dull c [du]
(x,a) 4 (x,e) 4
(x,b) 1 (x,f) 3
(xc) | 3 || (g | 2
(x,d) 2 (x,h) 3

Neste caso a palavra-cédigo mais proxima de 011011, na métrica de Ham-
ming, é 001011 que corresponde exactamente 4 mensagem enviada!?.

Vamos agora explorar, de forma mais efectiva, a rotina que é necessério
implementar, no lado do descodificador, para que este leve a cabo a sua tarefa.
Para derivar o modo de operacao do descodificador comega-se por introduzir o
conceito de classe lateral'®. Admita-se, para ja, a transmissdo de um cédigo ¢
através de um canal de comunicacao que adiciona ruido e. O cédigo d é aquele
que chega ao descodificador para ser traduzido na mensagem m. A figura 3.9
ilustra este conceito.

Se a dimensdo da palavra-cédigo é n entdo pode dizer-se que o vector e
pertence a um conjunto, que designaremos por E, com 2" elementos. Ou seja,

E={e}, i=0,---,2"-1 (3.49)
Por exemplo se n = 3 entao,

E = {000, 001,010,011, 100, 101,110,111} (3.50)

Se o alfabeto de C possuir q simbolos entdo, por ac¢do de perturbacdes no canal,

120 que ja era de esperar dado que o cédigo projectado possui a capacidade de corrigir até
um erro na palavra-cédigo transmitida
13Do Inglés coset
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qual deverd ser a dimensdo do alfabeto do codigo recebido d?

Cada uma das palavras-cédigo ¢; com i = 1,--- ,q poderd ser corrompida
por uma dos 2" possiveis vectores de erro. Desta forma poderiamos ser tentados
a pensar que o alfabeto de d seria ¢ x 2™ o que nao faz sentido porque com n
bit apenas se conseguem 2™ sequéncias distintas. Por isso, se D for o conjunto
de todas as possiveis palavras-cédigo, entao a sua dimensao é 2.

Admita-se uma palavra de erro arbitraria e; das 2™ possiveis. O conjunto de
todas as palavras-cédigo D; que podem ser geradas a entrada do descodificador
sao dadas por:

D,=e;+C={e;+c;}, j=1,---,q (3.51)

onde ¢ =0,---,2" — 1.

Este conjunto designa-se por classe lateral de e;. Dentro desse conjunto,
o elemento com menor peso de Hamming é designado por lider dessa classe
lateral'®. O lider da classe lateral i, que se ird designar por a; é dado por.

a; = arg nbin wg (D;) (3.52)

Apresentam-se agora algumas consideracoes importantes:

e Uma classe lateral pode possuir mais do que um lider. Nesse caso a escolha
para lider da classe é feita de forma arbitraria;

e O alfabeto C é uma classe lateral trivial e o seu lider é o vector 0. Ou seja
ag = [0 . 0}

e Existem, ao todo, 2"~ % classes laterais. Efectivamente existem 2* palavras-
cédigo mas 2™ possiveis palavras-codigo com erro. Como cada classe late-
ral possui 2* palavras-cédigo existem 27 /2% = 27~* classes laterais.

e As classes laterais formam, entre si, conjuntos disjuntos. Ou seja nao
existem elementos comuns entre duas quaisquer classes laterais.

A unido de todas as classes laterais fornece o alfabeto D:

D=DyV--V Dyur_; (3.53)

Vamos ilustrar a forma como se obtém as diferentes classes laterais através
de um exemplo. Para isso vamos supor um cédigo de bloco com k=2, n=4¢e¢
com a seguinte matriz geradora [7]:

1 0 1 1
a=[1 01 a5t
Para as 4 possiveis mensagens m = {00, 01, 10, 11} existe o seguinte alfabeto

C. Cada palavra-cddigo foi obtida, usando cada uma das mensagens, recorrendo
a expressao 3.19:

(3.55)

== o
= O = O
= =0 O
O = = O

14 coset leader em Inglés
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Existem, ao todo, quatro classes laterais. A primeira é, como ja se disse,
o préprio C. Neste caso ag = [0 0 0 0]. Para encontrar a préxima classe
lateral comeca-se por pesquisar pelo seu lider. Para isso procura-se, em C,
um elemento que nao lhe pertenga com o menor peso de Hamming possivel.
Qualquer elemento do conjunto:

{0001,0010, 0100, 1000, 0011, 0110, 0111, 1010, 1100, 1101, 1001, 1111}  (3.56)

é um possivel candidato a lider. No entanto, do conjunto apresentado, apenas
quatro apresentam wg = 1:

{0001, 0010, 0100, 1000} (3.57)

qualquer um desse quatro vectores pode ser o lider da préxima classe lateral.
A escolha de qual é irrelevante. A seleccao de um em detrimento dos outros
apenas vai alterar o valor da palavra-cédigo descodificada caso tenham ocorrido
mais erros do que aqueles que sao possiveis de corrigir.

Tomando por exemplo a; = [0 0 0 1] obtém-se a classe lateral D; = a; +C:

000 1
0100

a+C=3 1 01 o (3.58)
1111

Repete-se novamente o mesmo procedimento mas agora a escolha do lider da
proxima classe nao poderd existir no conjunto formado pela reuniao de C com
a; + C. O conjunto dos elementos que ndo pertencem a unido sio:

{0010, 1000, 0011,0110,0111,1100, 1101, 1001} (3.59)

Desta vez existem dois potenciais lideres: 0010 e 1000. Admitindo agora que
as =[0 0 1 0] obtém-se para Dy = a3 + C o seguinte conjunto de vectores:

0 0 1 0
01 1 1

2+C=4 | o0 o0 1 (3.60)
1 1 0 0

Trés classes laterais ja foram definida. Falta agora determinar o lider para
as. Neste caso o lider deve ser escolhido do conjunto de elementos que nao
pertencam ao conjunto {C V (a1 +C) V (az + C)}. Neste caso:

{1000,0011, 0110, 1101} (3.61)

A tnica escolha para az é [1 0 0 0]. Os restantes elementos desse conjunto farao
parte da mesma classe lateral de az conforme se comprova pelo resultado da
seguinte operacao.

as + C= (362)

OO = =
— O = O
—_ =0 o
O = = O

O processo de descodificagao utiliza as classes laterais para determinar,
através de um procedimento de table lookup qual o valor mais préximo, em
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caso de erro, do codigo recebido. Para isso comega-se pela formacao de uma
matriz, designada por matriz padrao, cujas linhas sao as classes laterais e os
lideres encontram-se na coluna mais a esquerda. Ou seja,

ag Cq1 tee Cok _1
aj a; +c¢; e a; + Cok_1 (3 63)
Aon—k_1 Aon—k_1 +C1 Aon—k_1 +C2k_1

Com base nesta matriz o algoritmo de descodificacao executa os seguintes
passos:

1. Dado um vector d recebido, localiza esse simbolo na matriz.

2. O vector de erro é assumido como sendo o lider da linha onde esse vector
se encontra.

3. O vector descodificado é assumido como sendo o valor do primeiro ele-
mento da coluna onde esse vector se encontra.

De modo a mostrar este procedimento voltemos novamente ao exemplo do
cédigo (4,2) apresentado anteriormente. Para essa situagdo a matriz padrao tem
o seguinte aspecto:

0000 0101 1011 1110
0001 0100 1010 1111
0010 0111 1001 1100
1000 1101 0011 0110

(3.64)

Imagine-se que se recebe d = [1 0 0 1]. Este vector situa-se na terceira linha,
terceira coluna da matriz. Nesta situagdo o descodificador presume que e = a,
equec=[1011]. Observe que o vector descodificado depende da escolha que
efectuamos para os lideres. Por exemplo se o valor recebido pelo descodificador
fosse d =[1 1 1 1], o valor previsto para o erro seria e = [0 0 0 1] e estimava-se
c=[111 0]. No entanto, se para a; se tivesse escolhido o vector 0100 para
lider e néo 0001, o valor descodificado para o mesmo d seria ¢ = [1 0 1 1]. Esta
indecisao apenas indica que, para a palavra 1111 existe mais do que um codigo
em C com o mesmo valor em termos de distdncia de Hamming. Efectivamente,
por mera inspecgao visual, se nota que na primeira linha da matriz A existem
dois vectores que distam 1 bit de 1111. Para terminar deixam-se aqui um par
de afirmacGes importantes:

e O processo de descodificagdo, pela minima distancia de Hamming, pres-
supde que a probabilidade de ocorréncia de erro é inversamente proporci-
onal ao peso de Hamming de um dado vector de erro.

e Os lideres na matriz padrao sao os vectores de erro com maior probabi-
lidade de ocorréncia.

e O descodificador tem a seu cargo a tarefa de particionar os 2™ possiveis
palavras-cédigo em 2" * conjuntos disjuntos.
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e O vector resultante da diferenca entre dois vectores da mesma classe lateral
pertence ao alfabeto C. Por exemplo admita-se, para uma determinada
classe lateral, um lider e. Seja c; e c; duas palavras cédigo pertencentes
a C. Os elementos x; = ¢; + e e X; = ¢; + e pertencem & mesma classe
lateral. A diferenca x; —x; é igual a ¢; +e —c; —e = ¢; —c;. Se o cédigo
é linear entdo c¢; — ¢; € C o que comprova a afirmacao inicial.

7

De cada vez que um vector é recebido, o descodificador deve procurar na
tabela, a linha e coluna em que esse elemento se encontra. No entanto o niimero
de pesquisas que o descodificador deve fazer aumenta exponencialmente com
n. Por esse motivo, este método nao tende a ser implementado na pratica.
No entanto existe uma possibilidade de acelerar o processo de pesquisa através
da estimativa do erro calculado pelo sindrome. Este método designa-se por
descodificagao pelo sindrome e sera apresentado em seguida.

Descodificagao pelo Sindrome

Para explicar o processo de descodificagao pelo sindrome comega-se por arbitrar
um cédigo de bloco (n, k) linear com matriz de paridade H. J4 se viu que, se
um vector pertencer a C, o seu sindrome é o vector 0. Por outro lado, se o
vector recebido pelo descodificador nao pertencer ao alfabeto do cédigo, entao
este pode ser decomposto em:

d=c+e (3.65)
O célculo do sindrome de d é entao igual a:
dH” = (c + e)H”
=cH” + eH” (3.66)
eH”

ou seja o sindrome de d é igual ao sindrome de e. Introduz-se agora o seguinte
lema [4]:

Lema 1: Sejam y e z duas palavras-cédigo. A igualdade dos sindromes de y
e z, i.e. sy =s,, s6 acontece se, e s6 se, y e z se encontrarem na mesma
classe lateral. Ousejasey —z € C.

Este lema diz-nos que se conhecermos o sindrome de d entao conhecemos o
sindrome do erro e. Pelo lema anterior, tanto d como e pertencem & mesma
classe lateral. Adicionalmente e é o lider dessa classe lateral. Desta forma,
conhecendo d e tendo uma estimativa para e determina-se ¢ por c =d — e.

Em baixo apresenta-se o algoritmo que permite, de forma sistematica, des-
codificar o valor d, de acordo com a minima distancia de Hamming, utilizando
apenas os valores dos lideres e respectivos sindromes.

Algoritmo 1

1. Célculo do sindrome de d;

2. No vector padrao encontrar o lider cujo sindrome seja igual ao de
d. Se o sindrome de a; for igual a sq entao o erro de transmissao
estimado é é assim igual ;
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3. Estimar c a partir de:
= d —

o>
o>

(3.67)

A figura 3.10 apresenta um diagrama esquemético do processo de descodi-
ficagao pelo sindrome conforme enumerado no algoritmo anterior.

’—‘—‘- %E CALCULA O
# bit SINDROME

FESQUISA

i
|11

@

=

=
@
o
=)
£
@
=
o
@
c
=
£

+ -
erro estirnado
7 bit (&)

mensagem recebida
ie’)

Figura 3.10: Estrutura “feedforward” do descodificador por sindrome para um
c6digo linear.

S6 para encerrar esta seccdo uma ultima observagao. A partir do valor
do sindrome é possivel estimar qual o vector mais provavel associado ao erro.
Conhecendo esse vector, e conhecendo também a minima distancia de Hamming
do cédigo, é possivel definir uma estratégia que indique se o valor descodificado
¢ é efectivamente igual & mensagem enviada ¢ ou ndo. Se o peso de Hamming do
vector e for superior ao valor de n. '°, entdo ndo hé garantia de que a sequéncia
descodificada coincida com a string transmitida.

3.6.1.6 “Empacotamento de esferas” e cédigos perfeitos

O problema da correcgao de erros pode ser posto da seguinte forma: Dado n e
d3; qual o nimero mdzimo possivel de palavras-cédigo? Esta questdo pode ser
respondida de véarias formas. A mais comum é derivada do conceito de limite
de Hamming. Por razoes que se tornarao claras jé a seguir, este limite também
é designado por empacotamento de esferas ou limite de volume.

Comega-se por definir o dominio B™ de todas as strings bindrias com n bit.
Em termos geométricos, cada um dos vectores pertencentes a B™ corresponde
ao vértice de um hipercubo. Por exemplo, se n = 3, a distribuicao espacial das
8 possiveis palavras-cédigo bindrias encontra-se representada na figura 3.11.

A relacao entre a distancia euclideana e a distancia de Hamming, para quais-
quer dois vértices vy, vo é dada por:

deuclid = du (Vl, VZ) (368)

Admita-se agora a existéncia de uma esfera, com centro num vector arbitrario
v € B", e com raio r bit. As figuras 3.12, 3.13 e 3.14 ilustram este conceito,
admitindo como centro o vértice 001, para trés valores distintos de r: 1, 2 e 3
bit.
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o1

‘. 111
001 —~
e 110
000
100

Figura 3.11: Representacio dos 8 possiveis vectores pertencentes ao dominio B3. A
cada vértice corresponde uma string diferente.

Figura 3.12: Representagao de uma esfera, no espago euclideano, com raio igual a 1
bit e centro no vértice 001 do cubo representado na figura 3.11.

Conforme se pode ver na figura 3.12, com r = 1 a superficie da esfera
contém os vectores 000, 011 e 101. Para r = 2 sao agora os vectores 010, 100
e 111 que se encontram sobre a casca esférica. Finalmente, e como se pode
observar da figura 3.14, para r = 3 apenas o vector 110 é tangente & esfera.

A partir desta esfera define-se o conceito de volume de Hamming. O
volume de Hamming refere-se ao niimero de vectores contidos no interior da
esfera de raio r%. Por exemplo, no caso da figura 3.12, o volume de Hamming
é 4. J4 na figura 3.13 o volume é 7 e, para a situacao ilustrada na figura 3.14 o
volume de Hamming é igual a todo o espaco B3.

O volume de Hamming refere-se ao conjunto de todos os vectores perten-
centes a B™ que distem de r bit do vector v. Ou seja o volume da esfera de
Hamming de raio r, no espago B", denotado por vy (v,n,r), é dado pelo cardinal
do conjunto:

vg(v,n,r) =#{v;, e B" : dg(v,v;) <r} (3.69)

150 que indica a existéncia de mais erros do que aqueles que o cédigo consegue corrigir.
16Incluindo aqueles que estao sobre a superficie.
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Figura 3.13: Esfera com centro em 001 e raio igual a 2 bit.

Figura 3.14: Esfera com centro em 001 e raio igual a 3 bit.

No caso de um cdédigo bindrio com n bit, o volume de Hamming, relativo
a esfera de raio 1 bit centrada em v, consiste em todas as string bindrias com
uma diferenca de 1 bit, ou menos, relativamente a v. Esse niimero consiste no
ndimero total de formas distintas de v com zero bit diferentes adicionada ao
namero total de formas distintas de v com um bit diferente. Para r = 0 apenas
o proprio v existe sendo contabilizando como um elemento. Ja para r =1 o
numero de variantes de v pode ser calculado por:

( ’f ) (3.70)

ou seja o numero de combinacoes possiveis obtidas por alteragao de 1 bit. Por
exemplo para o caso de n = 3, a avaliacao da expressao anterior leva ao resultado



3.6. Codigos FEC 103

3. Ainda neste contexto, para r = 1, o volume de Hamming é dado por:

vﬂm&ﬂ:l+<?):4 (3.71)

Se r = 2 o volume de Hamming é composto por sete palavras-cédigo. Este valor
é calculado da seguinte forma:

va&m=1+(f>+(g):7 (3.72)

Finalmente, para r = 3, o volume ¢é obtido, por:

vﬂm&$:1+(?>+(g>+<g):8 (3.73)

que é exactamente o nimero total de palavras-cédigo definidas pelo dominio B3.

E facil demonstrar que, para o caso genérico dum cédigo bindrio (n, k), o
volume para a esfera de Hamming com raio r, centrada em v, é dado por:

vﬂmmm:§j<?> (3.74)

=0

Considere-se agora o caso de um c6digo bindrio C de parametros (n, k) com
2% palavras-cédigo distintas. Admite-se que uma mensagem m com dimensdo n
atravessa um canal de comunicagdo imperfeito. Como nao se sabe quais os bit
que poderao ser sujeitos a erro, o dominio do cédigo que chega ao descodificador
é B™. Ou seja o conjunto de chegada possui um total de 2" elementos.

Imagine-se agora (hiper)esferas centradas nas 2* palavras-cédigo. Cada uma
das esferas pode ter um raio arbitrario r; para i = 1,---,2*. No entanto vamos
forcar a que o raio das esferas seja igual e tal que ndo exista contacto entre
hiperesferas. A figura 3.15 representa a ideia para o caso de dois vectores num
plano. De forma geral o valor do raio da hiperesfera deve satisfazer o critério:

2

dg

'
' H
'

Figura 3.15: Representagdo das hiperesferas em torno de duas palavras-cédigo com
distancia dj; entre elas.

d*
r< A (3.75)
2
ou, visto que a distancia de Hamming é sempre um niimero inteiro, uma outra
forma de descrever a relagao anterior é através da inequacao,

Lo i1

(3.76)
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Observe-se que o raio da esfera de Hamming é expressa em bit e logo o termo
a direita da desigualdade deve ser forgado a ser um inteiro. A forma de efectuar
essa operagao é através de arredondamento. No entanto o arredondamento deve
ser feito sempre em direc¢do ao menor inteiro caso contrario, o excesso no valor
do raio, ira obrigar a interseccao das esferas. Basta pensar no seguinte exemplo:
Se d}; = 4 entdo r deveria ser 3/2. Arredondando por excesso no limite r = 2
o que implica que existe, pelo menos, um par de esferas com um ponto comum
o que invalida o pressuposto de nao-sobreposi¢ao. Por este motivo o raio das

esferas deve obedecer a: e .
r< { " J (3.77)

2

de modo a que nao exista sobreposicao de esferas.

Se estao recordados, esta expressao nao é nova e foi ja apresentada na
secgdo 3.6.1.2 na equagdo (3.42) e referia-se ao nimero de erros que um cédigo
com distancia dj; era capaz de corrigir. Uma consequéncia importante desta
afirmac@o pode ser sumariada da seguinte forma:

Num codigo capaz de corrigir até r erros, as esferas de Hamming, de raio r
centradas nas palavras-codigo, ndo se sobrepoem.

Para além disso note-se que a soma do volume de cada esfera de Hamming,
na condigdo em que o raio é dado por (3.77), serd sempre menor, ou igual, ao
numero de strings do espago B™. Ou seja,

2k

> wa(ei,n,r) <27 (3.78)

i=1

como o volume da esfera é independente do centro fica:

2k
vi(c,n,r) Z <" (3.79)
i=1

atendendo & expressdo (3.80), a inequagdo anterior toma o seguinte aspecto:

2’“-2)< 7; ) <on (3.80)

O valor 2% refere-se ao cardinal do conjunto C. Exprimindo a desigualdade
anterior em funcao desta quantidade obtém-se:

pes— T
;)

Esta expressao possui a seguinte interpretacao:

(3.81)

O numero de palavras-cddigo possiveis com um codigo de n bit capaz de corrigir

~1
até r bit de erro €, no mdximo, 2" - (Z;:O C}l) .
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Note-se que esta expressao indica o niimero maximo possivel de palavras-
c6digo que podem ser formadas mas nao diz quais sdo. Este valor é designado
por limite de Hamming.

Por exemplo considere o cédigo de 3 bit. Admitindo um alfabeto composto
pelas 8 possiveis palavras-cédigo a distancia minima de Hamming é 1 bit. Para
que o cédigo tenha a capacidade de corrigir até 1 erro apenas se podem estabe-
lecer, no maximo, 2 palavras-cédigo. Este numero pode ser obtido pelo limite
de Hamming considerando r =1en = 3:

8

=3 =2

(3.82)
Por exemplo os pares {000,111} ou {001,110}, entre outros, podem ser utiliza-
dos.'7

Um cédigo que verifique a inequagao (3.81) com igualdade, ou seja que atinja
o limite de Hamming, é chamado de cédigo perfeito. Ou seja se,

#C'io( ?)—2” (3.83)

o c6digo é chamado de perfeito.

Um cédigo de bloco é perfeito se toda a palavra-c6digo se encontra a distancia
r de qualquer outra palavra-c6digo possivel. Geometricamente o mesmo é dizer
que o conjunto das esferas de Hamming, centradas nas palavras-cddigo, cobrem
todas as strings pertencentes ao dominio B™.

Note ainda que, para que o c6digo seja perfeito, o valor da distancia minima
de Hamming deve ser impar. Efectivamente basta analisar a expressdo (3.77)
para perceber porque é que tém que ser assim.

De seguida apresentam-se alguns exemplos de codigos perfeitos. Por exemplo
um cédigo (3, 3) com d}; = 1 é perfeito visto que, neste caso, r = 0 e,

8-1=23 (3.84)

Outro exemplo de cédigo perfeito é o cédigo (7,4) com dj; = 3. Neste caso
r=1e,

2t (1+7) =27
(24 . 22 _ o7 (3.85)

Este dltimo cddigo é designado por Hamming (7,4) e serd apresentado, de
forma mais pormenorizada, na subseccao 3.6.2.3.

Efectivamente o universo dos cédigos perfeitos é muito restrito. Para além
dos cédigos de Hamming, apenas os cédigos de repeticao'® e os cédigos de
Golay sao perfeitos. Este ultimo serd apresentado na subseccao 3.6.2.4.

Podem juntar-se ainda ao universo destes trés tipos de cddigos os chama-
dos cédigos triviais. Os cdédigos triviais sao aqueles compostos por todas as

17No entanto, das quatro possibilidades, apenas o par {000,111} fornece um cédigo linear.
18Com n fmpar.
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possiveis palavras com n bit, como aconteceu no primeiro exemplo dado, ou
entao cédigos com apenas uma palavra.

Antes de encerrar esta secgao define-se ainda o conceito de cédigo quase-
perfeito!'®. Um cédigo quase-perfeito e aquele em que as esferas de Hamming de
raio r sao disjuntas e as esferas de raio r+1 cobrem todo o espago eventualmente
com algumas sobreposiges. Por exemplo o c6digo de Golay (24,12) com df; =7
é um exemplo.

3.6.1.7 Entropia, Informagao e Capacidade

Nesta subsecgao apresenta-se um conceito nuclear & teoria da informagao: o
conceito de entropia. A entropia refere-se ao valor médio da incerteza asso-
ciado a uma mensagem e estd intimamente ligada a definicdo quantitativa de
informacao.

Apresenta-se também o teorema fundamental da teoria da informagcao pro-
posto por Shannon. Este teorema estabelece um limite tedrico para a trans-
missao de informacgao através de um canal imperfeito. O limite identificado é
designado por capacidade de um canal e serd também objecto de descrigao no
decorrer desta subsecgao.

Entropia

Em teoria da informacao os conceitos de informacdo e incerteza descrevem a
forma como um processo selecciona um, ou mais simbolos, de um dado alfabeto
finito. Por exemplo um dispositivo debita uma sequéncia de bits. Quando, no
instante presente, se recebe um determinado bit, existe incerteza sobre qual o
valor 1égico do préximo bit. Uma vez esse bit recebido a incerteza diminui e
diz-se que foi recebida informacdo. Informalmente, diz-se que a informacao é
um decréscimo na incerteza.

E intuitivo perceber que a incerteza no envio de um determinado simbolo
depende da dimensao do alfabeto da fonte. Por exemplo no caso anterior se
apenas se recebe um bit de cada vez apenas existe incerteza se o préximo bit é 1
ou 0. Por outro lado se fossem recebidos dois bit de cada vez a incerteza na pala-
vra seria maior pois o niimero de simbolos diferentes é agora 4: {00,01,11,10}.
Diz-se que a incerteza no primeiro caso é de 2 simbolos e no segundo caso de 4
simbolos, i.e. de 1 bit e 2 bit respectivamente.

Como se deve suspeitar, se cada simbolo for representado por 3 bit existem
agora um total de 8 simbolos diferentes no alfabeto. A relacdo que existe entre
a dimensdo do alfabeto e o niimero de bits que o representam é dada por:

ng = 2" (3.86)

onde n, se refere ao ntimero de simbolos e n, o nimero de bit.

Se a incerteza é proporcional ao niimero de simbolos, e se a expressao (3.86)
relaciona o nimero de simbolos com o nimero de bits, entao diz-se que uma
fonte discreta possui uma incerteza I" de n; bits e calcula-se por:

I' = log, (ns) (3.87)

19Do Inglés quasi-perfect codes.
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Vamos admitir que existe completa independéncia entre a sequéncia de bits
enviados por uma fonte. O mesmo é dizer que esta se comporta como um
processo estocastico com uma determinada distribuicdo de probabilidade. Se
admitirmos que essa funcao distribuicao é uniforme entao a probabilidade de
surgir, como préximo bit, o valor 16gico ‘1’ é igual a probabilidade de surgir ‘0’.
Pode-se dizer que a incerteza é entao de 1 bit o que pode ser comprovado pela
substituicdo, em (3.87), da varidvel ng por 2.

Admita-se que a fung@o probabilidade de massa nao é uniforme. Imagine-se
que a probabilidade de obter o valor légico ‘1’ é duas vezes superior a probabi-
lidade da fonte gerar o valor ‘0’. Nesta nova situacao a incerteza diminui e essa
diminuicao pode ser entendida da seguinte forma. Suponha que se encontra a
jusante do canal de comunicacao e o seu objectivo é prever qual o valor 16gico
do préximo bit enviado. Admita-se que o método que usa, para efectuar as
previsoes, consiste em afirmar que o valor 16gico, que serd enviado, é sempre
o mesmo e igual a ‘1’. Se a fungdo probabilidade for uniforme, ao fim de um
numero elevado de ensaios, existirao tantos acertos como erros pela parte do
observador. Se, por outro lado, a funcao de probabilidade for nao-uniforme,
por exemplo se fe(m = ‘1Y) = 2 X fe(m = ‘0°) entdo, ao fim de um nimero
suficientemente elevado de previsdes, o numero de vezes que acertamos é duas
vezes superior as que erramos. Ou seja a incerteza diminuiu. Por este motivo
existe necessidade de incorporar esse conhecimento na expressio (3.86). Veja-
mos como.

No caso de uma fungao distribui¢do uniforme, a probabilidade da fonte gerar
um dos ng simbolos é 1/n,. Ou seja, dado que o cardinal do alfabeto da fonte,

C={c1, - ,cn,}, é ngs entdo a probabilidade de esta fornecer o simbolo c¢; é:
feled) = — (3.88)
C;) = — .
c .

Neste sentido a expressdo (3.87) pode ser reescrita da seguinte forma:

I, = —log, (nl> (3.89)
—log, (fc(ci))

A incerteza média de um cédigo com ng simbolos é obtida através do mo-
mento estatistico de ordem um por:

> feles) T (3.90)

A esta quantidade Shannon designou por entropia?’ e designou-a pela letra
H?'. Ou seja,

H=— i felc:) - log, (fc(ci)) (3.91)

A unidade de entropia é medida em bit/simbolo.

20Devido & quantidade homénima derivada da termodinamica.
21N30 confundir com H da matriz de paridade.
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Na figura 3.16 apresenta-se o aspecto da entropia para um cédigo binério
(ns = 2) em funcdo da probabilidade p de ocorréncia de um dos simbolos (por
exemplo o simbolo ‘1’). Em baixo mostra-se o cédigo, para Matlab, executado
para a obter.

Entropia (H)

a 0.2 0.4 0B 0.5 1
Probabilidade (p)

Figura 3.16: Aspecto da entropia H em funcdo da probabilidade p para um cédigo
com dois simbolos.

>> p=linspace(eps,l-eps,1000);

>> H=-(p.*log2(p)+(1-p).*Llog2(1-p));

>> plot(p,H);xlabel(’Probabilidade (p)’);
>> ylabel (’Entropia (H)’);grid on

>> axis([-.1 1.1 0 1.1])

Relativamente a entropia H, de um cédigo com ng simbolos, tecem-se as
seguintes consideracgoes:

e H =0 se, e s6 se, todos os valores de fc(c;) sdo nulos com excepgdo de
um que possui o valor unitario;

e Para um determinado alfabeto C com n, simbolos, a entropia é maxima,
e igual a logy(ns), quando o valor de fe(c;) = 1/n;

e fe(c;) -log, (fc (ci)): 0 para fc(c;) = 0. Efectivamente,??

e fe(ci) -logy (fe(ei)) =0 (3.92)

e A entropia de uma fonte com ng simbolos é sempre inferior, ou igual, ao
logaritmo de ng. Ou seja,

H <log,(ns) (3.93)

9(2) (zg, se g(z) e

22Conforme se pode confirmar pelo teorema de L’Hopital: li 3
z—0 h(z)

= lim 2
z—0 h(
h(z) forem diferencidveis e g(0)’ # 0.
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Entropia Conjunta e Entropia Condicional

Para além da entropia (marginal) definida anteriormente, em teoria da in-
formacao descreve-se ainda entropia conjunta e entropia condicional. Co-
megemos por analisar a primeira. Para isso imagine-se a situagao ilustrada na
figura 3.17. Existem dois emissores e cada um deles possui alfabetos de com-
primentos m e n respectivamente. Associado ao primeiro emissor existe uma
funcao probabilidade de massa fx (x;) e ao segundo emissor uma funcéo fy (y;)

X={x1, ..., X}
m
@
Y:{]’h ans ]’n} Misturador

n i=1....m e j=l...n
FONTE ¥

Figura 3.17: Estrutura do descodificador por sindrome para um cédigo linear.

Define-se, para cada uma das duas fontes, o valor (marginal) da entropia
como:

Hx = — 2’": fx(x;) - log, (fx(xi))
=l (3.94)
Hy = — Z fy(yj) - logy (fY(Yj))

Admita-se que o sinal proveniente de ambas as fontes é fundido num terceiro
sinal Z. Cada simbolo de Z é composto pela concatenacdo, de um dos m
simbolos da fonte X, com um dos n simbolos da fonte Y. Ou seja, z; = {x;y;}.
O numero de simbolos do alfabeto Z é, nesta situacao, m x n. Qual o valor da
entropia relativa a fonte Z7

A probabilidade de gerar o simbolo z; é igual & probabilidade de ter sido
gerado o simbolo x; pela fonte X e, simultdneamente, a fonte Y gerar o simbolo
y;j. Ou seja fz(z;) coincide com a probabilidade conjunta fxay(x; Ay;). Por
isso a entropia da fonte Z é igual e entropia conjunta dada por:

Hxny = — Z Z fxay (% Ayj) - log, (fX/\Y(xi A Yj)) (3.95)
i=1 j=1
Se ambas as fontes, X e Y, forem estatisticamente independentes entao:
fxny (xAy) = fx(x) - fr(y) (3.96)
Nesta situagao a expressao (3.95) fica:

Hyxpy ==Y 3 fx(x) - fr(ys) -loga (fx () - fr(v))

i=1 j=1

== i i fx(xi) - fr(y))- (logz (fx(xi)) + log, (fY(Yj))>

i=1 j=1

(3.97)



110 Capitulo 3. Codificacao de Canal

que, depois de se organizarem os somatorios, se resume a:
Hx,.y =Hx + Hy (3.98)
Prova-se que [6], independente da relagao estatistica entre X e Y, se tém sempre:

Hxny < Hx + Hy (3.99)

Para elém disso, a entropia conjunta é sempre superior a qualquer das en-
tropias marginais. Ou seja,

HX/\Y Z ma.X{Hx,Hy} (3100)

Por exemplo a fonte X possui um alfabeto de dois simbolos, (z1,22) — (0,1).
A probabilidade de gerar o bit ‘1’ e o dobro da probabilidade de gerar o bit
‘0. Ou seja fx(x2) =2- fx(x1) = 2/3. Por outro lado o emissor Y possui um
alfabeto de 4 simbolos, (y1,y2,¥3,y4) — (00,01,10,11) com probabilidade de
massa uniforme. A entropia da fonte X é:

Hyx =~ i fx (zi) - logy (fx(wi))
i=1

= —fx(z1) - log, (fx(ml)) — fx(22) - logy (fx (932)) (3.101)
= 7élog2 (;) — glogQ (3))
~ 0.92 bit

O valor médio da incerteza para a fonte X é ligeiramente inferior a 1 bit. Agora
para a fonte Y tem-se:

Hy =3 fely) o ()

i=1

_ _i log, (i) i . (3.102)

i=1
= 2 bit

uma incerteza de 2 bit (um valor j4 esperado devido & distribuigao uniforme das
probabilidades o que implica, como ja se disse, uma incerteza maxima).

Supondo que as fontes X e Y sd@o independentes, a entropia do sinal Z é
igual a 2.92 bit (quase 3 bit de incerteza).

Admita-se, por outro lado, que as duas fontes se encontram relacionadas
estatisticamente conforme se mostra na tabela 3.7 23

A entropia conjunta é agora:

2 4

Hxny =— ZZfXAy(:z:i Ny;j) - logy (fx/\y(.’ti A Yj)> (3.103)

i=1 j=1

23Sendo probabilidades, os valores deste tipo de tabelas encontram-se balizadas pelo inter-
valo [0, 1]. Para além disso, a soma de todos os valores da tabela deve ser 1.
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Tabela 3.7: Probabilidades conjuntas entre X e Y.

yi y2 y3 Y4
z1 | 0.09 | 0.03 | 0.21 | 0.29
zo | 0.01 | 0.25 0.1 0.02

Desdobrando os somatdrios fica:

Hxny = —fxay(z1 Ay1) - logy (fX/\Y 1 ANy1

(21 Ay1))— (
fxay(z1 Ay3) - log, (fXAY(CIH A YB)) Txny (x1 Aya) -logs( fxay(T1 Aya
fxny (@2 Ay1) -logs (Fxav(z2 Ay1)) - (

( ) (

Ixny (2 Ny2) - log, (fX/\Y T2 NYy2

fxay(z1 Ay2) -logy | fxay (1 Ay

fxay(z2 Ays) - log, (fX/\Y TaAY3 )-fXAY($2 Aya)-1ogo| fxay (2 Aya

Substituindo pelos valores tabelados obtém-se:

Hxny = —0.09 - log,(0.09) — 0.03 - log,(0.03) — 0.21 - log,(0.21) — 0.29 - log,(0.29)—
0.01 - log5(0.01) — 0.25 - log,(0.25) — 0.1 - log,(0.1) — 0.01 - log,(0.01)

=2.47 bit
confirmando-se assim a diminui¢ao na entropia conjunta. A caixa de texto que

se segue apresenta uma possivel forma de calcular, com o Matlab, o valor da
entropia conjunta dado os valores das probabilidades conjuntas.

£ X_Y=[0.0900 0.0300 0.2100 0.2900
0.0100 0.2500 0.1000 0.0200];
H=0;
for i=1:2,

for j=1:4,

H=H-f X_Y(i,j)*log2(f XY(i,j));

end
end
disp([’Entropia Conjunta = ’ num2str(H)])

Uma forma vectorizada de resolver o mesmo problema apresenta-se em baixo:

£ X_Y=[0.0900 0.0300 0.2100 0.2900

0.0100 0.2500 0.1000 0.0200];
H=-ones(1,2)*(f_X_Y.*1log2(f_X_Y))*ones(4,1);
disp([’Entropia Conjunta = ’ num2str(H)])

Em teoria da informagao define-se ainda entropia condicional. A entropia
condicional, também designada por equivoco, quantifica o que resta da entropia
de uma varidvel aleatoria dado que o valor de uma segunda variavel aleatoria é
conhecida. Sejam Y e X essas varidveis aleatdrias. A entropia condicional de
Y, dado o conhecimento de X, descreve-se como Hy |x e calcula-se por:

m n

Hyjx ==Y 3 foax(y; Axi) - logs (Frix (v;/x)) (3.104)

i=1 j=1
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ou ainda,
Hyjx == 0 3 frix(vilxi) - fx(x) - logo (Frpx(yslxi))  (3.105)
i=1j=1

onde fy|x(y;|x;) se refere & probabilidade condicional.

Como veremos na subsecgao que se segue, o calculo da entropia condicio-
nal é sempre necessaria quando existe dependéncia entre duas fontes. O caso
mais paradigmatico é aquele em que se pretende determinar a entropia intro-
duzida por um canal de comunicacao nao-ideal. Observe que, se X e Y forem
estatisticamente independentes:

Hy|X = Hy e HX|Y = HX (3.106)

De modo a ilustrar o conceito de probabilidade condicional imagine-se uma
fonte X que envia, de forma sequencial, dados a partir de um alfabeto com dois
simbolos 1 e z3 com funcdo de probabilidade de massa fx(x). Admita-se que
a informacao é enviada por um canal bindrio simétrico com probabilidade de
erro p. A entropia gerada pelo canal de comunicacao é calculada por:

2 2
Hy;x ==Y Y fyix(@jla:) - fx (i) - log (fY|X($j \fﬂi))
=1 j—1

para Y = {y1,y2} com y; = x; e y3 = 2 obtém-se:

Hy|x = = fx(@1) (Frix(@for) - 1ogy (fyx (@1]21)) + frix (zler) -Yogs (fyx (@2l21) ) ) -

Ix(z2) (fY|X(9€1|iU2) - logy (fY|X(961|iE2)) + fY\X($2|332) - log, (fY\X(332|962)>)

Como fy|x(z1]z1) = fy|x(z2|r2) =1 —pe fy|x(z1]2) = fy|x(z2]z1) =p 2
expressao anterior toma a seguinte forma:

Hy \x =

— fx(@) (1= ) -Togy(1 = p) + p-loga(p) ) + Fx(w2) (- loga(p) + (1~ p) - loga(1 ~ )

o que leva a:
Hy|x = —(1=p) -logy(1 =) (Fx(21) + fx(22) ) —p-loga(p) (£ (a1) + fx (22))
como fx (z1) + fx(z2) = 1 fica,

Hy|x = —(1—p) -logy(1 —p) — p-logy(p) (3.107)
ou seja a incerteza introduzida pelo canal, por cada bit transmitido pela fonte,

é igual & incerteza de uma fonte X com dois simbolos {z1,2z2} com fungio
probabilidade de massa:

1—p z=u1x,

fx(z) = {p ren (3.108)



3.6. Codigos FEC 113

A relagao, entre a entropia condicional e a entropia conjunta, encontra-se
descrita pela seguinte igualdade:

Hxny = Hx + Hy|x (3.109)

designada por regra da cadeia para a entropia.

Um conceito intimamente ligado & entropia ¢é a informagao. Como j4 foi dito
a informacao nao é mais do que a diminuigao da entropia. Na subseccao que se
segue explora-se este tema introduzindo ainda o conceito de informagao mutua.

Informacao e Informagao Mutua

Anteriormente definiu-se entropia de uma fonte discreta como sendo o valor
esperado (médio ponderado) da incerteza. J4 se viu que, associado ao conceito
de incerteza, existe o conceito de informacao. Efectivamente, informacao é
definida como sendo um decréscimo na entropia. Definindo I como a quantidade
de informagao entao:

I = Hontes — Hdepois (3110)

onde H,,tes se refere ao valor da entropia, no receptor, antes da recepgao da
mensagem e Hgepois & entropia, também no receptor, apds a recepgao da men-
sagem.

A incerteza, depois de receber a mensagem, deve-se a possiveis erros durante
a transmissao. Por exemplo admita-se que uma fonte discreta, com uma fungao
de probabilidade uniforme, envia um bit. Nesta situacao a probabilidade do
bit enviado ser ‘0’ é igual a probabilidade desse bit ser ‘1’. Assim, antes da
mensagem ser enviada, o receptor possui uma incerteza, Hgpies, de 1 bit?* antes
de receber a mensagem. Suponha-se ainda que essa informacao é enviada por
um canal bindrio simétrico com probabilidade de erro igual a 0.01. Neste caso,
mesmo depois da mensagem ter chegado ao receptor, este tém ainda incerteza
em relacao ao seu conteido. Essa incerteza depende da probabilidade de erro
do canal de acordo com:

Haepois = —0.99 - 108,(0.99) — 0.01 - log, (0.01)

oy (3.111)
0.0807 bit/simbolo

O que significa que a informacéao recebida seria inferior & informacao enviada.
Por outras palavras, foi enviado um bit/simbolo de informagao e apenas se foi
recebido,

I=1-0.0807

e (3.112)
=0.919 bit/simbolo

Observe que, no caso extremo de uma probabilidade de erro igual a 50%,
nenhuma informagao seria recebida. Efectivamente a entropia antes seria igual
a entropia depois o que implicaria I = 0.

24[ = —0.5 - log,(0.5) — 0.5 - log,(0.5) = 1
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No exemplo anterior Hgepois Nao € mais do que a entropia condicional Hy|x
estando associada a varidvel aleatéria X ao simbolo emitido pela fonte e Y ao
sfmbolo recebido pelo receptor. Deste modo,

Ixy =Hx — Hxyy (3.113)

onde Ix y designa-se por informagao mutua ?°. A informagdo mutua Ix y
mede a dependéncia entra as varidveis X e Y. Ou seja qual a redugdao na
incerteza de uma varidvel que pode ser atingida pelo conhecimento da outra.
Por outras palavras, a informagao mutua define a quantidade de informacgao que
a varidvel Y contém sobre X. Pela definicao de informacao miutua retiram-se
as seguintes propriedades:

e Se o canal é ideal entao Ixy = Iy;

e Se X e Y sao estatisticamente independentes entéo Ix y = 0;
¢ A informacdo mutua é sempre positiva (ou nula): Ixy > 0;
e A informacao mitua é simétrica. Efectivamente,

Ixy = Hx — Hxjy = Hy — Hy|x = Iy x (3.114)

Verificam-se ainda as seguintes igualdades:

IX,Y =Hy + Hy|X (3115)
Ixy =Hx + Hy — Hxpy (3.116)
A informagdo mutua entre X = {x1,-- , X} €Y = {y1, -+ ,yn} pode ser

descrita, com base nas expressoes (3.91) e (3.105), da seguinte forma:

Ty = Y230 frav (o Ays) oy (LRI (3.117)

i=1 j=1

Na subseccao que se segue apresenta-se outro conceito nuclear da teoria da
informacao. Trata-se da definicdo de capacidade do canal, ou seja a maxima
taxa de transmissao a que a fonte pode pode debitar informacao admitindo uma
comunicagao fidvel.

Capacidade de um Canal

Antes de falar sobre a capacidade de um canal de comunicac¢do vamos introduzir
o conceito de razao de informacao.

Considere-se, para isso, dois cédigos distintos: Um cédigo (4,2) e um cédigo
(8,3). Qual dos dois cédigos é mais informativo. No primeiro caso enviam-se
quatro bits de dados por cada dois bits de informagao. No segundo caso envia-se
uma string de 8 bits por cada mensagem de 3 bit. O overhead no primeiro caso
é de 2/4 = 0.5 e no segundo é 5/8 = 0.625 bits. O que significa que metade dos

25Shannon designou esta quantidade por razdo de transmissao.
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bits no primeiro caso nao transportam informacao e no segundo mais de 60%
sdo redundancia. Por este motivo pode-se dizer que o conteido informativo do
cédigo (4,2) é superior a do cédigo (8,3). Define-se assim a razdo de informagao
R como sendo a razao entre o nimero de bits da mensagem (k) pelo nimero de
bits do cédigo (n) , i.e.
R= % bit/simbolo (3.118)
Voltemos novamente a situacao do cédigo R3. Este cédigo possui n = 3 e
k =1 e a distancia minima de Hamming é igual a 3. Por isso possui a capacidade
de corrigir um erro. Se a informagao é enviada por um canal bindrio simétrico
com probabilidade de erro € a probabilidade da mensagem enviada pela fonte,
ser descodificada de forma incorrecta, é igual a probabilidade de existirem dois
ou mais bits alterados durante a transmissdo. Se a varidvel aleatdria = se referir
ao numero de erros ocorridos durante a transmissdo, para que a mensagem nao
seja correctamente descodificada é necessario que > 2. A probabilidade de
isso acontecer € facilmente calculada por:

— (‘;’ (1 —e) + (g e (3.119)
3

Se € = 0.01, a probabilidade do receptor receber a mensagem errada passa de
0.01 para 0.00028. Como se pode imaginar, aumentando a redundéancia diminui-
se a probabilidade de erro. A figura 3.18 mostra um gréafico onde se apresenta
a evolucao da probabilidade de erro face a razao de informacao.

Probabilidade de Erro

i i i i i I
0 0.1 0.2 03 04 0s 06 07 0e 09 1
Razéo de informagéo (R)

18 1 i

Figura 3.18: Estrutura do descodificador por sindrome para um cédigo linear.

O co6digo, em Matlab, utilizado para gerar a figura 3.18 apresenta-se na caixa
subsequente.

A figura anterior sugere que atingir um erro nulo implica uma razao de
informacao também nula. Seriamos, desta forma, tentados a pensar que qual-
quer c6digo se encontraria a esquerda de uma recta que passa pela origem do
referencial conforme se mostra na figura 3.19.
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e=0.01;
n=3:2:21;
for i=1:length(n),
x=0.5%n(1i)-0.5%3+2;
P_e(i)=0;
for j=x:n(i),
P_e(i)=P_e(i)+nchoosek(n(i),j)*e"j*(1-e) " (n(i)-j);
end
end
R=1./n;
semilogy([1 R],[e P_el);
xlabel(’Raz8o de informagdo (R)’);
ylabel(’Probabilidade de Erro’);

probabilidade de erro
B3] regido possivel

4 B regigo inatingivel

razdo de informacao

R

Figura 3.19: Estrutura do descodificador por sindrome para um cédigo linear.

Uma das maiores descobertas em teoria da informacao desfaz essa suposigao
referindo a existéncia de um valor de R minimo, para a transmissao fiavel de
informacao, superior a zero. O que implica que a fronteira entre o que é possivel
alcancar e o que nao é possivel nao é uma recta que passa pela origem mas um
ponto alternativo C' designado por capacidade do canal.

A capacidade de um canal de transmissao refere-se & taxa maxima a que a
informacao pode circular nesse canal com erro aceitavel. Existem varios factores
que afectam a capacidade de um canal. Entre eles se destacam:

e Limite de Banda. Normalmente o canal de comunicagao possui um
comportamento do tipo passa-baixo. Assiste-se assim a uma atenuagao e
distor¢ao do sinal enviado em fungao do seu conteido espectral.

e Atenuagao. Refere-se as perdas no sinal transmitido. A atenuacao varia
com diversos factores entre os quais a distancia fisica entre a fonte e o
receptor.

e Ruido. Tensoes e correntes parasitas, induzidas ao longo do canal de
comunicagao, devido a presenca de campos magnéticos variantes no tempo.
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Por simplicidade de tratamento, todos estes efeitos sao tidos em consideragao
na definicdo da probabilidade p de alteracdo de um bit, durante a sua passa-
gem pelo canal de comunicacao. No entanto a capacidade de um canal, ou seja
o limite maximo de informagao que pode ser transmitido, nao depende exclu-
sivamente de p. Basta pensar que na década de 90, do século anterior, era
comum aceder a Internet, pela linha telefénica, utilizando MODEMS com ta-
xas de transferéncia até 56 kbps e, um pouco mais tarde, sobre o mesmo canal
mas agora com ADSL é possivel a transmissdo de uma maior quantidade de
informacao por unidade de tempo.

A definicdo formal de capacidade de um canal encontra-se sumariada no
teorema 4 [5]:

Teorema 4: Para qualquer canal discreto sem memoria, a capacidade de um
canal € dada por:

C=max Ixy (3.120)
fx(x)

Esta expressao pode ser interpretada da seguinte forma: A capacidade de
um canal é o valor mais elevado da informacdo mutua que pode ser atingido
utilizando uma distribuigéo especifica fx(x) para a fonte discreta X.

A capacidade de um canal binario simétrico, com probabilidade de erro p, é
dada por:

C=1-H
Yix (3.121)
=1+p-logy(p) + (1 —p) - logy(1 —p)
Por exemplo, um canal simétrico com probabilidade de erro igual a 0.0225 possui

uma capacidade aproximadamente igual a 0.86 bit. O mesmo é dizer que, se
forem esperados erros em 2% do tempo, entao é possivel transmitir mensagens
com um contetdo informativo de até 86% de informacdo continuando a ser
possivel a sua descodificagao com precisao arbitraria.

Dependendo do valor de p, a capacidade do canal pode ir de 0 a 1 bit. Se
p =0, Hy|x = 0 bit elogo C' = 1 bit. Por outro lado, se p = 1/2 entdo Hy)x =1
bit o que leva a C' = 0 bit. Uma capacidade igual a 1 bit significa que nao é
necessaria a adicao de redundancia para uma transmissao fidvel e uma capaci-
dade igual a 0 bit indica que é impossivel enviar qualquer informacao pelo canal.

A forma de minimizar o erro de transmissao consiste em adicionar, & men-
sagem original, informacao redundante que permita a deteccdo e correcgao de
eventuais erros. Relativamente aos bits de paridade contidos na mensagem
apresenta-se o seguinte teorema:

Teorema 6: Para qualquer ¢ > 0 e R < C, para valores elevados de n existe
um cddigo de comprimento n e razao maior, ou igual, a R de tal forma que a
mdazima probabilidade de erro, por bloco, € inferior a €.

Este teorema identifica a existéncia de um par codificador/descodificador ca-
paz de transmitir uma mensagem, por um canal imperfeito, com probabilidade

26Na, pratica este valor é extremamente elevado. Actualmente muitos dos canais operam
com probabilidades entre 107 e 10715 [1].
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tao pequena quanto se queira. No entanto, para diminuir a probabilidade de
erro, o codificador deve gerar codigos com comprimentos cada vez maiores. Este
facto obriga a maiores atrasos e requisitos computacionais mais exigentes.

No caso de ser permitida a transmissao com erro, até um valor maximo u,
introduz-se o seguinte teorema:

Teorema 7: Se for aceitdvel uma probabilidade de erro, por bit, igual a p,
entdo podem ser atingidas razoes até R < R, com,

C

= 3.122

Ry

e onde Hy|x se refere a entropia do canal com probabilidade de erro igual a p,
i.e. Hyx = —p-logy(p) — (1 — p) -logy(1 — p)

Uma implicagao dos teoremas citados anteriormente é o teorema 8 descrito
da seguinte forma:

Teorema 8: Razoes de informagdo superiores a R, ndo sdo atingiveis.

Graficamente, os teoremas anteriores definem regides especificas no plano
cujos eixos sdo a razdo de informagdo R e a probabilidade de erro. A figura 3.20
identifica essas zonas.

probabilidade de erro regido definida por R <
it B regigo definida por < R - R,

A B regizo definida por R > R,

razdo de informacéao

R

Figura 3.20: Estrutura do descodificador por sindrome para um cédigo linear.

A secgdo que se segue explora, de forma particular, alguns dos tipos mais
comuns de cédigos de bloco comecando com o célebre cédigo de Hamming?” e
terminando nos cédigos ciclicos.

27 Apés a distancia de Hamming, distdncia minima de Hamming, volume de Hamming,
limite de Hamming finalmente o cédigo de Hamming...
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3.6.2 Analise de alguns cédigos de bloco

Até ao momento apenas se falou, em abstracto, sobre os cédigos de canal.
Nesta seccao apresentam-se alguns exemplos de cédigos de bloco lineares ex-
tensivamente utilizados. Antes de prosseguir deixa-se aqui um reparo acerca
das caracteristicas ideais que um cédigo deve satisfazer:

e Baixo valor para n de modo a reduzir atrasos;
e Elevado valor para R para fazer um uso eficiente do canal;
e Elevado d para ser capaz de corrigir um nimero elevado de erros.

No entanto estes objectivos sao incompativeis. Por isso mesmo nao existe um
c6digo 6ptimo mas sim um conjunto de cédigos que dao preferéncia a algumas
caracteristica em detrimento das restantes.

Nesta seccao apresentam-se alguns paradigmas de codigos de bloco. Esses
serao divididos em dois tipos distintos: cdédigos apenas de deteccao e cédigos
de deteccao e correccao. Relativamente ao primeiro tipo distingue-se a adigao
do bit de paridade, o checksum, e os cédigos ciclicos (CRC). De entre os
c6digos capazes de corrigir erros apresenta-se os codigos de Hamming e Golay.

3.6.2.1 DParidade e Checksum

A introducgao do bit de paridade é uma das técnicas de deteccao de erro mais
simples. A uma sequéncia de bits é adicionado mais um bit definido a partir de
uma combinagao linear de todos os bits da palavra original. Com esta estratégia
aumenta-se, em uma unidade, a distancia de Hamming. Por isso, em cddigos
com dj; = 1, a adic@o de um bit de paridade faz com que d}; passe a ser igual
a 2. Como se sabe um cédigo com dj; = 2 permite a detecgao de, até, um erro
de transmissao. Observe ainda que a adigao de bit de paridade a outro tipo de
cédigos é comum. Como veremos a frente, o cddigo de Hamming e de Golay
estendido envolvem a adicao deste tipo de redundancia ao cédigo original.

Se uma mensagem m a ser transmitida tem dimensao n—1 bit entao o cédigo
c, obtido de m por adicdo de um bit de paridade possui n bit. Trata-se pos isso
de um cédigo de bloco (n,n — 1) com dj; = 1.

Sem =1[b; --+ by_1] entdo ¢ = [by --- by,_1 t1] onde o bit de paridade #; é
calculado por:

t1=b1+ - +bp_1 (3.123)

A operagdo em questdo é, mais uma vez, a soma médulo 2. O valor de t; é
sempre tal que o nimero de bits a ‘1’ em ¢ é sempre par. Por exemplo se
m = [1011] entdo ¢t; =1 e logo ¢ = [10111] de onde se observa que, de facto,
o numero de bits a ‘1’ em ¢ é um nimero par.

Portanto a matriz geradora para este cédigo possui o seguinte formato:

G = [Lo1]1n 1] (3.124)

onde 1,,_; se refere a um vector coluna, de dimensao n — 1, com todos os seus
elementos iguais a unidade.

O modus operandis deste cddigo de bloco é muito simples. Admitindo que
dj; de m é igual a 1 entao, apds a adigao do bit de paridade, o cédigo possui
distdncia minima igual a dois bits. Se, durante a tranmissdo do cédigo, ocorrer
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um erro em um dos bits (incluindo o bit de paridade), o descodificador ird
detectar falta de coeréncia entre o valor 16gico do bit de paridade e o nimero
de bits a ‘1’ da mensagem. Efectivamente este cédigo permite detectar erro na
mensagem se existir mais do que um erro de transmissao. Concretamente, se o
ndmero de erros ocorridos for impar, o bit de paridade possui a capacidade de
detectar esse tipo de acidente.

No entanto nao é possivel ao descodificador saber qual ou quais foram os
bits que sofreram alteracao apés a transmissao. Ou seja este tipo de c6digo nao
permite correcgao automatica.

Na préatica, este tipo de técnica de deteccao de erros é utilizada princi-
palmente em sistemas de comunicagdo ARQ. No dominio dos computadores
identifica-se a utilizacao do bit de paridade nos barramentos de dados SCSI e
PCI ou, na j4 praticamente extinta, porta série (RS232).

Outra técnica de deteccao de erro muito utilizada é designada por check-
sum. Admitindo-se uma mensagem com m X p bits, o procedimento de calculo
do checksum comega por fraccionar essa string em m sub-strings com p bits. A
seguir o codificador executa a soma bindria (com transporte) entre essas pala-
vras desprezando os iltimos bits de transporte. No final aplica ao resultado da
soma o complemento para um (ou complemento para dois) e associa essa string
& mensagem inicial. Desta forma a palavra cédigo terd, ao todo, n = (m+1) xp
bits.

De modo a ilustrar o procedimento imagine-se uma mensagem composta
por 32 bits: 10110001.10000110.01001100.10100011. Admita-se que o codifica-
dor divide a palavra em bytes procedendo, a seguir, a sua soma conforme se
representa a seguir:

10110001

10000110

01001100

10100011 3,195
+ 00100110 (3.125)

Aplicando o complemento para um obtém-se, como checksum, a string -
11011001. Deste modo o codificador envia, pelo canal de comunicagio, a se-
guinte palavra-cédigo:

10110001.10000110.01001100.10100011.11011001 (3.126)

No outro extremo o descodificador particiona a palavra-cédigo recebido em
bytes e efectua a soma de todas as parcelas. No caso de nao ocorréncia de erros
de transmissao, o resultado devera ser 11111111. No presente exemplo:

10110001
10000110
01001100
10100011
11011001

—_— 12
+ 11111111 (3.127)

Admitindo um erro no quarto bit do segundo byte o checksum no descodifi-
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cador é:
10110001
10010110
01001100
10100011
11011001

+ 11101111 (3:128)

O célculo do checksum ¢ a técnica de detecgao de erro utilizada no protocolo
de comunicagdo TCP/IP. Para além da sua utilizagdo no nivel mais baixo do
protocolo?®, o checksum pode ser encontrado, por exemplo, nos cabecalhos TCP.
Neste caso o checksum é calculado sobre todo o conjunto de dados e enviado no
cabecalho juntamente com outra informacao.

3.6.2.2 Cddigos Ciclicos

O checksum, como estratégia de codificagao, possui diversas falhas. Por exemplo
o descodificador nao é capaz de se aperceber da ocorréncia de um erro quando a
mensagem é modificada por inversao ou troca de grupos. Falha também quando
se adicionam ou removem grupos nulos.

Uma técnica de codificacao alternativa, mais poderosa do que as anteriores, é
designada por CRC - Cyclic Redundancy Check. Efectivamente esta estratégia
de codificacao é utilizada numa miriade de aplicagoes. Entre elas se destacam:

e Redes de computadores (o protocolo Ethernet utiliza CRC-32);

e Unidades de armazenamento de dados (discos rigidos SATA e cartoes de
memoria SD por exemplo);

e Protocolo WEP de autenticacao em redes de comunicacao de dados sem
fios (wireless);

e Em algumas aplicagoes informéticas como é o caso do WinZip® (ver figura
3.21).

WinZip SelfExtractor: Warning B3

Q CRC emor: 2234821

Figura 3.21: Erro de CRC detectado pelo programa de compressao de dados WinZip.

A técnica de codificagdo por CRC é particularmente 1til no caso de erros
aleatorios ou “burst” de erros. Efectivamente um cédigo CRC com dimensao n
sao capazes de detectar:

e Todos os erros em um ou dois bit;

28Por exemplo nos pacotes Ethernet.
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e Qualquer ntimero impar de erros;
e Até n erros consecutivos na palavra-cédigo®”.

No entanto ndo protege contra a alteragao intencional dos dados (razao da
falha de seguranga do protocolo WEP). Ou seja é possivel definir uma mensagem
alternativa com o mesmo CRC.

Para além disso, e tal como os dois métodos anteriores, a sua implementagao
em Hardware é bastante simples.

A técnica de detecgdo de erro por CRC deve o seu nome ao facto de este
gerar um cédigo ciclico que posteriormente é enviado para o receptor (ou
eventualmente lido de qualquer suporte de dados).

Cddigos ciclicos

Um codigo C é designado por ciclico se, para qualquer palavra-cédigo ¢ € C :
c=|c1 -+ ¢y], a palavra cddigo,

' =lener o cpol (3.129)

obtida por rotagao de um bit a direita do cédigo ¢, é também uma palavra-codigo
pertencente ao alfabeto de C.

Por inducao prova-se que a palavra-cédigo obtida, por um niimero arbitrario
de rotacoes a direita, ainda pertence a C. Observe que para uma palavra cédigo
de n bits, uma rotagao a direita resulta numa segunda palavra-cédigo idéntica a
rotacao a esquerda de n—1 bits. Por este motivo um cédigo é ciclico se qualquer
rotacao a direita ou esquerda resulta numa palavra-cédigo valida.

Esta definigao nao significa que todas as palavras-cédigo devem ser formadas
apenas por rotacao. Significa que qualquer palavra-cédigo pode ser formada,
a partir de qualquer outra palavra-cddigo, pela combinagao das operagoes de
rotacao e soma [3].

Como exemplo de um cédigo ciclico tem-se o cédigo de repeticao R3. Um se-
gundo exemplo segue do cédigo obtido por adi¢ao de paridade a uma mensagem
de dois bits. Efectivamente o alfabeto nesta situacgao é C = {000,011, 101, 110}.
Como veremos adiante, a técnica de codificagdo por bit de paridade é um caso
particular do cédigo CRC de um bit.

Sequéncias binarias e polinémios

Antes de apresentar a estrutura de um codificador CRC introduz-se a ligagao
entre uma sequéncia binaria e um polinémio.

Um polinémio P(z) é qualquer funcdo dada pela soma algébrica de factores
do tipo z* com k € N cada qual ponderado por um coeficiente a;, € R. Ou seja,

P(z) = ag + a1 + apx® + - + apz” (3.130)

Uma forma alternativa de representar o polinémio consiste em apresentar um
vector constituido apenas pelo seus coeficientes. Neste caso a posicao relativa

29Designados por “burst”.
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de um coeficiente no vector é importante. E utilizando esta estratégia de repre-
sentagao que o Matlab lida com polinémios. Por exemplo o polinémio:

P(z) =3z +2z+1 (3.131)

E representado em Matlab pelo vector: O célculo das raizes deste polinémio,

>> Px=[3 2 1];

ou seja todos os valores de z que conduzem a P(xz) = 0 pode ser efectuado
recorrendo a fungao:

>> roots(P_x)

ans =

-0.3333 + 0.47141
-0.3333 - 0.4714i

No caso dos coeficientes do polinémio apenas poderem tomar o valor 0 ou 1,
ou seja a, € {0,1},Vk € N, a representagao vectorial de um polinémio coincide
com uma string binédria. Pode-se assim associar um polinémio a uma mensagem
m, palavra-cédigo ¢ ou redundancia de uma sequéncia binaria codificada. Por
exemplo a palavra-cédigo ¢ = [1 011 0] pode ser vista como representando o
polinémio z* + 22 + z.

Estrutura do codificador

Num cédigo de bloco genérico, qualquer palavra-cédigo ¢ é formada a partir da
mensagem m recorrendo a matriz geradora G. Ou seja, como ja foi referido
anteriormente,

c=m-G (3.132)

No caso de um cédigo ciclico todas as palavras-cédigo, representadas como
um polinémio ¢(z), sdo geradas a partir de um polinémio gerador g(x) com base
no polinémio associado & mensagem m(x), de acordo com a seguinte igualdade:

c(z) = q(z) - g(x) (3.133)

onde g(z) é o polinémio obtido a partir do quociente da divisdo polinomial entre
m(z)z" % e g(z).

Repare que se m for uma sequéncia bindria com k bits, tendo associado um
polinémio m(x), entdo a palavra bindria, obtida a partir da concatenagéo de p
bits & direita de m, possui um polinémio associado igual a m(z)aP. A figura
3.21 ilustra este conceito.

Admita-se m(z) como sendo o polinémio associado & mensagem m e g(x) o
polinémio gerador. Relativamente a este dltimo, a ordem do polinédmio gerador
deve ser igual a do numero desejado de bits de redundancia. Se o cédigo e a
mensagem tiverem dimensoes n e k respectivamente, entao o nimero de bits de
redundancia é n — k. Num cdédigo CRC os bits de redundancia sao calculado
como sendo os coeficientes do polinémio r(x), obtido do resto da divisdo entre
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10 ) g 7 & 3 4 3
bt bgr” bx® BxT Bx® bt b b

Figura 3.22: Efeito da multiplicacao da adicdo, a direita, de trés bits a zeros num
byte de informacgao. Efeito no polinémio associado.

n—k

m(x)z™ ", e o polinémio gerador g(z). Ou seja,

m(@)z""* |g(x) (3.134)
r(z) q(z)

O polinémio g(x) obtido no quociente é descartado. Note ainda que a ordem
do polinémio r(z) é sempre menor do que a ordem do polinémio gerador g(x).

Polinémio gerador

A defini¢do da estrutura de um polinémio gerador é um problema complexo
cuja descricao ultrapassa o objectivo da presente unidade curricular. No entanto
deixam-se aqui alguns reparos acerca de g(z):

e O coeficiente de ordem zero deve ser unitario;

e O coeficiente de ordem mais elevada deve ser unitario;

Ou seja g(x) deve ter a forma:
glx)=1+ Z gi-xt FanF (3.135)

e O resto da divisdo de g(z) por ™ — 1 deve ser zero.

Note-se que quanto maior for a ordem do polinémio melhor é a capacidade de de-
tectar erros. Adicionalmente, supondo que z™ + 1 é o produto de p polinémios
irredutiveis, existem ao todo 2P possiveis codigos ciclicos de comprimento n
(eventualmente com diferentes dimensdes de redundancia). Por exemplo o po-
linémio z7 + 1 pode ser factorizado da seguinte forma:

e+ 1= (z+ 1)@ +22+ 1) (2> +2+1) (3.136)
Existem assim, 8 possiveis cédigos ciclicos com n = 7:
e Cédigo (7,7) com g(z) =1
e Cddigo (7,6) com g(z) =z +1
e Cédigo (7,4) com g(x) = x> + 22 + 1
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e Cédigo (7,4) com g(z) =23 +z +1

e Cédigo (7,2) com g(z) = (z + 1) (2®* + 22+ 1) =zt + 22 + 2+ 1

e Cédigo (7,2) com g(z) = (z+ ) (@®* +z+1) =2t + 23 + 22 +1

e Cédigo (7,1) com g(z) = (2®+z+ 1) (23 + 22 +1) = 2% + 2% + 2t + 23 +

24z +1
e Cédigo (7,0) com g(z) = 2" +1
Define-se ainda um polinémio h(z) tal que:
g(z)-h(z)=2" -1 (3.137)

A este polinémio é dado o nome de polinémio de teste do cédigo C.
Palavras-cédigo e divisao polinomial

Através de um exemplo concreto ird demonstra-se a metodologia subjacente a
criacao de um cédigo CRC. Para isso admita-se uma fonte que gera mensagens
com um comprimento de 1 byte. Quatro bits de redundéncia sao adicionados a
mensagem antes do seu envio pelo canal de transmissao. O polinémio gerador
utilizado consiste no CRC-4-ITU dado por z* + 2 + 1. Admita-se que a fonte
pretende enviar a mensagem [01110101]. O polinédmio m(z) tem portanto a
seguinte estrutura:
m(z) =2% +2° +2* + 22 + 1 (3.138)
e logo m(z)z* é dado por 1 + 2% + 28 4+ 25 + 2*. O polinémio de redundancia
r(x) é obtido a partir do resto da divisao:
10 9 8 6 4 4

zV+z+2°+ 2+ |m +x+1 (3.139)

r(a) a(w)

Para efectuar a divisao basta considerar os coeficientes dos polinémios passando
a relagao anterior a ser definida da seguinte forma:

11101010000’10011 (3.140)

A operagdo de divisdo realizada passo-a-passo é apresentada de seguida. O
procedimento é semelhante a da divisao convencional e as diferengas e produtos
sao realizados em médulo 2.

11101010000‘10011
~ 100 1 1 1 (3.141)
01 1 10
11101010000’10011
11100 11 (3.142)
~ 100 1 1
01 1 0 1
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11101010000 |10011
11100 1 1 1
1101 1 (3.143)
100 1 1
01000
11101010000 |10011
11100 11 1 1
1101 1 (3.144)
1000 0
~ 100 1
00 0 1
11101010000 ‘10011
11100 11110001
1101 1
1000 0
11000
~ 100 1 1
01011

(3.145)
De onde se conclui que o polinémio r(x) é 3 +z +1. Portanto os quatro bits
de redundéncia, a enviar em conjunto com os bits da mensagem, sdo [101 1].

Matriz geradora e matriz teste de paridade

Estando na posse do polinémio gerador g(x), conforme expresso pela equagio
(3.135), é possivel definir a matriz geradora G, associada a um cédigo equi-
valente nao sistemético. Para isso observe que o polinémio gerador possui a
seguinte representacao como string binaria de dimensao n:

1 ... 1 0 --- 0
g(z) = 9 In-k- — (3.146)
k-1
A matriz geradora G é obtida do vector anterior a partir de k rotagoes, de um
bit, a direita. Ou seja,

I v - gn-k—1 1 0 0 - 0
01 g - n—k-1 1 o - 0
G = 0 0 1 g1 s In—k—1 1 0 .
0 --- 0 0 1 a1 co g1 1

A mesma coisa pode ser dita a respeito da matriz teste de paridade. Se h(x)
for o polinémio de teste de paridade entao,

1 hy - hiq 1 0 --- 0
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Mais uma vez a matriz H é obtida por rotagoes sucessivas do vector definido
na expressao anterior. Agora o numero de linhas é igual ao nimero de bits de
redundéncia ou seja n — k. A estrutura da matriz H tem o seguinte aspecto:

1 hy - hpy 1 0 0 - 0
01 h -+ hp 1 0 - 0

H=|00 1 A -+ he 10 (3.148)
0 -~ 0 0 1 hy o gy 1

Por exemplo se g(z) = 2 + 2+ 1 e se h(z) = 2* + 22 + z + 1, cujo produto
éigual a 7 + 1, entdao?C :

110100 0]
0110100

G=1001101 0 (3.149)
(0001101,

e

(1 0 1 1 1 0 0]

H=|0101 110 (3.150)
0010111,

O polinémio sindrome

O codificador envia um cddigo que consiste na concatenacao dos bits da men-
sagem mais os bits de redundancia. Em termos polinomiais a palavra-cédigo
c(z) é expressa por m(z)z" * + r(x). Atendendo & expressio (3.134) o mesmo
é dizer que

m(x)m"flC +7r(z) =q(x) - g(x) = c(x) (3.151)

Durante o processo de descodificacdo, o receptor recebe a palavra-cédigo d,
a qual corresponde o polinémio d(z), e divide-a pelo polinémio gerador g(z).
Analisando o resto dessa divisao o descodificador conclui que a palavra-cédigo
recebida pertence ao alfabeto C se todos os coeficientes do polinémio forem
nulos. Caso isso nao aconteca o descodificador assinala erro de transmissao.
Efectivamente, se d(z) = ¢(x) entdo d(z) = q(z) - g(z). Dividindo d(z) por g(x)
resulta em ¢(z) e o resto é zero.

No caso de um c6digo CRC define-se sindrome como o polinémio s(x) re-
sultante do resto da divisdo de d(z) pelo polinédmio gerador g(x). Se o sindrome
s(x) for igual a zero o descodificador admite que nao existiu erro de transmisséo.
Caso o sindrome seja diferente de zeros o descodificador pode tentar recuperar
o erro a partir da estimacdo da sequéncia de erro mais proviavel. Com efeito

0@ 4+ 1)(z* 42?2 +a+ ) ="+ +at+ad + b+ a2ttt 4+ o+l
como, na base 2, a + b = a — b o polinémio anterior é equivalente a x7 + 25 + z* + 23 — 2% —

B4tz —at—z2—2z+1=2"+1=2"-1
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observe que se d(z) = c¢(z) + e(z), onde e(z) é o polinémio de erro associado a
e, entdo o sindrome sg(z) de d(z) é igual a:

sa(z) = d(z) mod g(z)
(c(z) +e(z)) mod g(x)

=c¢(z) mod g(z)+e(xr) mod g(z) (3.152)
=e(z) mod g(z)
= sc(x)

onde s.(z) se refere ao polindmio associado ao sindrome do erro. Atendendo
a igualdade definida na expressdo (3.152), uma das formas do descodificador
recuperar do erro de transmissao consiste em determinar o polinémio sindrome
sq(x) e pesquisar, numa tabela de correspondéncias entre polinémios sindrome
e erros, o polinémio e(x) mais provdvel. A tabela 3.8 representa um conjunto
de possiveis correspondéncias.

Tabela 3.8: Tabela de correspondéncias entre possiveis polinémios erro e sindromes.

|_e(®) | s(z) |

1 1 mod g(z)
x x mod g(z)
z? 22 mod g(z)

z+1 | 4+ 1 mod g(z)
22+ 1 | 22+ 1 mod g(z)

3.6.2.3 Cobdigos de Hamming

Os cédigos de Hamming representam uma familia de cédigos de bloco com a
caracteristica (2™ —1,2™ —m—1) para m > 2 tendo como denominador comum
o facto da distancia minima de Hamming ser constante e igual a 3. Assim, os
co6digo de Hamming conseguem detectar erros em, até, dois bits e permitem
recuperar de um bit errado. Foi exactamente esta caracteristica que motivou o
seu criador, Richard Hamming, durante os meados do século XX a desenvolve-
los.

Devido a sua simplicidade, os c6digos de Hamming sao largamente utilizados
em memorias (RAM) para computadores.

O cédigo de Hamming (7,4)

Em 1950 Hamming apresentou o c6digo (7,4) capaz de encapsular mensagens de
4 bit em palavras-cédigo de 7 bits. Como se disse no inicio da secgao, este codigo
possui a particularidade de ter d7; = 3 o que lhe permite detectar dois erros e
corrigir um. Frequentemente, e como acontece na sua aplicacdo em memorias
de computador, um bit de paridade é adicionado ao cédigo original tornando-o
num cédigo (8,4) com d}; = 4. Esta extensdo do cddigo (7,4) permite detectar
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até trés bit errados. No entanto, e ao contrario do cédigo (7,4), o c6digo (8,4)
nao é um cédigo perfeito.

Nesta secgdo o cédigo de Hamming (7,4) serd vista sobre diversas perspec-
tivas. A primeira delas comega por estabelecer a matriz geradora e a matriz de
teste de paridade.

CVamos comecar pela matriz H. Como dj; = 3 significa que o nimero
minimo de colunas linearmente independentes de H é trés. O nimero de bits
do c6digo é 7 e o numero de bits de redundancia é trés. Assim sendo, a matriz
H serd uma matriz com trés linhas e sete colunas. Atendendo a distancia de
Hamming nao pode haver nenhuma coluna a zeros, nem nenhum par de colunas
idéntico. Como o ntmero possivel de strings distintas com trés bits é 8 e, para
além disso, como trés das suas colunas devem formar a matriz identidade, a
Unica configuracao possivel é a seguinte:

101110 0]
H=|0 11 1 0 1 0 (3.153)
|1 1.0 10 0 1|
o que leva a que, ) _
100 0 1 01
01 00 0 11
G= 001 0110 (3.154)
100 0 1 1 1 1

O c6digo de Hamming (7,4) pode ser descrito, de forma alternativa, como
sendo um cédigo ciclico cujo polinémio gerador é g(z) = 3 +2z+1 e o polinémio
teste de paridade é h(x) = z* + 22 + x + 1.

A terceira, e iltima forma, de entender como o mapeamento da mensagem
para uma palavra-cédigo é realizado resulta de um diagrama conforme se ex-
plica adiante. Imagine-se para ja uma mensagem m composta por quatro bit
{m1,ma,mz,my}. O cbdigo de Hamming acrescenta a esses quatro, trés bits
adicionais {t5,tg,t7} de acordo com a seguinte sequéncia:

1. Trés circunferéncias sao desenhadas de modo a que todas se interceptem.
O aspecto deste diagrama encontra-se representado na figura 3.23.

2. Nos espagos centrais, limitados pelas curvas, insere-se a informagao da
mensagem original {mq,mqy, ms3,my4}.

3. Os valores 16gicos dos bits {ts,ts,t7} devem ser definidos de modo a que,
dentro de cada circulo, o nimero de bits a ’1’ seja par.

De modo a ilustrar este procedimento considere-se a seguinte mensagem:
m = [1010]. Esta sequéncia é representada no diagrama circular ficando com
o aspecto ilustrado na figura 3.24.

Para que o ntimero de bits a ’1’ na circunferéncia superior seja par, o bit
de redundéncia t5 deve ser igual a ’0’. Da mesma forma, para que o numero
de bits a ’1’ da circunferéncia a esquerda seja par é necessario que tg seja igual
a 'l’. Finalmente é facil ver que t7 também deve ser igual a ’1’. A figura 3.25
resume este procedimento. Portanto a mensagem m = [1 01 0] codificada fica
com o seguinte aspecto:

c=[1010011] (3.155)
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Figura 3.23: Diagrama circular para descrever o cédigo (7,4) de Hamming.

Y
\*/

Figura 3.24: O diagrama preenchido com a mensagem m = [1 01 0].

Y
\*/

Figura 3.25: O diagrama preenchido com a mensagem m = [1010] e com os bits de
redundéancia.

E possivel confirmar que esta palavra-cédigo pertence ao alfabeto do cédigo de
Hamming (7,4) recorrendo, por exemplo, ao célculo do polinémio de sindrome.
Com efeito,

1010011 ‘1011
— 101 1 100 1
0001011 (3.156)
— 101 1
00 0 0

o que leva a que s(z) = 0.
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3.6.2.4 Cdédigo de Golay

Juntamente com os cédigos de Hamming (isto para além dos triviais), o cédigo
de Golay fecha a familia dos poucos cédigos perfeitos. Este gera palavras-cédigo
de dimenséo 23 a partir de mensagens de 12 bit. E portanto um cédigo (23,12).
A distancia minima de Hamming deste c6digo é 7 o que lhe permite detectar
até seis erros e corrigir 3.

Historicamente este cédigo foi utilizado durante as missoes espaciais Voyager
1 e 2 nos finais da década de setenta, principios da década de oitenta, do segundo
milénio. As sondas nao-tripuladas langadas nessas missées, com objectivos de
pesquisa cientifica, transmitiram para o planeta Terra centenas de fotografias
(a cores) a partir dos planetas Jupiter e Saturno.

O cédigo de Golay pode ser construido de vérias formas. Uma delas deriva
da utilizacao do polinémio:

gi(@) =z + 20 + 2%+ 25 a2t 2% +1 (3.157)

ou entao,
gor)=at 2%+ 2" +ab 42 41 (3.158)

pois ambos sdo factores de 222 + 1. Efectivamente,
23+ 1= (z+1)g1(z)g2(x) (3.159)

Tal como no cédigo de Hamming, o cédigo de Golay pode ser estendido num
cédigo quasi-perfeito (24,12) com a adi¢io de um bit de paridade ao cédigo
(23,12). Neste caso a distancia minima de Hamming passa a ser igual a 8.
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Capitulo 4

Exercicios

4.1 Exercicios Teorico-Praticos

Exercicio 1 Uma fonte discreta envia, por um canal bindrio simétrico com
probabilidade de erro 0.01, uma string bindria composta por 4 bit.

a) Calcule as probabilidades de ocorrerem 1, 2, 3 e 4 erros na palavra
enviada.

b) Calcule a probabilidade de existirem menos de 3 erros na palavra
enviada.

c¢) Calcule a probabilidade de existirem trés ou mais erros.
d) Determine a probabilidade da mensagem enviada ter sido 1011 dado

que a mensagem recebida foi 0011.

Exercicio 2 Uma fonte discreta gera sequéncias bindrias a partir do alfabeto
C ={00,01,10,11} com funcao massa de probabilidade:

% se ¢ =00
1
)13 se c =01
c 4.1
fC() % sec=10 ( )
% sec=11

calcule a probabilidade da fonte gerar a sequéncia 10.00.11.11.01.

Exercicio 3 Um bloco de informagao é transmitido através de um canal com
ruido. Sempre que seja detectado um erro a transmissao repete-se até
se obter uma transmissdo sem erros. Qual o espago amostral? Defina o
evento “O numero de transmissdes é inferior a 10”.[8]

Exercicio 4 Num sistema de comunicagao binario o utilizador introduz na en-
trada sequéncias de simbolos 0 ou 1 que sao em seguida transmitidos e
sujeitos a erro no canal de transmissao. No receptor uma decisao é to-
mada quando o sinal é recebido atribuindo-se, de novo, os valores 0 e 1.
Se 5% for a probabilidade de erro calcule qual a entrada mais provével se a
saida temos 1 admitindo que as entradas 0 e 1 tém a mesma probabilidade
de ocorréncia. [8]

133
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Exercicio 5 Um canal de comunicagao introduz erros com uma probabilidade
0.1%. O transmissor envia cada bit trés vezes e no receptor existe um
descodificador que decide qual o bit recebido depois de aplicar uma regra
de maioria. Qual a probabilidade de tomar a decisdo incorrecta. [8]

Exercicio 6 Um canal digital de comunicagao transmite um sinal como uma
coleccao de “uns” e “zeros”. Admite-se que 40% dos “1” e 33% dos “0”
sao alterados durante a transmissdo. Suponha-se que, numa mensagem, a
razdo entre o nimero de “1”7 e “0” é 5/3. Qual a probabilidade do sinal
recebido ser idéntico ao sinal transmitido se:

a) O sinal recebido foi “1”.

a) O sinal recebido foi “0”.
Exercicio 7 Um bloco de informacao contendo 100 bit é transmitido através
de um canal de comunicacio que tem uma probabilidade de erro 1 x 1073.

Determine a probabilidade de, na recepgao, um bloco ter 3 ou mais erros
(admite-se independéncia entre bits). [8]

Exercicio 8 Considere o canal bindrio simétrico representado em baixo.

Admita ainda que a fonte gera os simbolos 0 e 1 de acordo com as seguintes
probabilidades: P(z =1)=0.6 e P(z =0) = 0.4.

a) Qual a probabilidade de se ter transmitido o simbolo 1 dado que se
recebeu 07

b) Qual a probabilidade de se ter transmitido o simbolo 0 dado que se
recebeu 17

c) A probabilidade de erro.

Exercicio 9 Considere o canal de comunicagéo ilustrado na figura subsequente|2].

Os simbolos transmitidos sao o 0 e o 1. Contudo podem ser recebidos trés
simbolos diferentes 0, 1 ou E (simbolo irreconhecivel). Define-se o simbolo
de entrada z € {0,1} e o simbolo de saida y € {0,1,E}. Se a funcao
probabilidade de massa da fonte for uniforme determine:
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a) As probabilidades do simbolo a saida ser 0, 1 ou E.

b) Se for recebido um 0, qual a probabilidade de ter sido enviado um
717 ?

¢) Se o sfmbolo recebido for irreconhecivel, qual a probabilidade de ter
sido transmitido 17

d) Se for recebido o simbolo 1, qual a probabilidade de ter sido trans-
mitido 17?7

Exercicio 10 Um porto RS232 envia uma sequéncia de 7 bit, através de um ca-
nal binario simétrico com probabilidade de erro 0.01, e o receptor recebeu
a combinagao d = 0001111. Qual a probabilidade da mensagem enviada
ter sido m = 00011117 Qual a probabilidade da mensagem enviada ter
sido m = 10011107

Exercicio 11 Considere o sistema de detecgdo de erro que consiste em adicio-
nar, a uma mensagem de 5 bit, um bit adicional de paridade. Represente
as matrizes G e H e demonstre que ¢ - HT = 0 se o bit de paridade for
concordante com a mensagem.

Exercicio 12 Admita-se um cddigo linear com o seguinte alfabeto:
¢ = {00000,01011,10110,11101}

a matriz paridade é dada por:

H =

S
_= = O
o O =
o = O
= o O

Apresente um possivel vector padrdo e calcule, para cada classe lateral, o
respectivo sindrome.

Exercicio 13 Considere um cddigo linear C cuja matriz a é dada por:
1111
*Tl1 010
a) Escreva as matrizes geradora (G) e de teste de paridade (H).

b) Exprima todas as palavras do alfabeto de C

c¢) Determine as distacias de Hamming entre os vectores de C. Qual o
valor da distancia minima?

d) Quantos erros este c6digo consegue detectar e corrigir?

Exercicio 14 Considere um cddigo linear C com matriz geradora:

G:

o O =
O = O
= o o

1
1
1

_= o
O = O
S = =

0
1
1

a) Escreva todos os elementos de C.

b) Com base na matriz H determine a minima distancia de Hamming.
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c) Se este cddigo for utilizado para a deteccao de erro num canal binério
simétrico com probabilidade de erro igual a 0.1, calcule a proba-
bilidade de, num vector recebido, o descodificador ndo detectar a
existéncia de erro.

Exercicio 15 Considere o cédigo bindrio com a seguinte matriz geradora:

1

GZO

= O

1 01
01 1
Determine o valor para dj;.

Construa a matriz padrao.

Descodifique os vectores 01010 e 11110.

Dé um exemplo de uma palavra cédigo que, apds dois erros, possa
ser corrigida e o exemplo de uma que nao possa.

e) Admitindo que a informacdo é transmitida por um canal com pro-
babilidade de erro igual a 0.02 determine a probabilidade da palavra
descodificada ser igual a enviada.

Exercicio 16 Seja C um cédigo (6,3) com matriz de teste de paridade:

H =

== O

1
0
1

—_ = =

0
0
1

O O =
o = O

a) Qauntos erros o cédigo tem a capacidade de corrigir?

b) Escreva a matriz G, determine os lideres de classe e estabeleca a
matriz padrao.

¢) Determine o valor do sindrome para todos os lideres das classes late-
rais.

d) Descodifique as sequéncias 110010 e 101100 utilizando o método de
descodificagao pelo sindrome.

e) Se o cddigo é transmitido por um canal bindrio simétrico com pro-
babilidade de erro igual a 0.01, determine a probabilidade de um
vector recebido ser correctamente descodificado. Calcule também a
probabilidade de serem detectados erros.

Exercicio 17 Coloque a seguinte matriz G na forma padrao:
1 0 0 1
G=|1100
11 11

Exercicio 18 Coloque a seguinte matriz G na forma padrao:

—_ o=
o = O
=]
oSO~ O
= =0 O
O ==
s s R S
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Exercicio 19 Quantos dos 10 valores inteiros (0 a 9) poderiam ser codificados
com um cédigo de 4 bit garantindo dj; = 37

Exercicio 20 Mostre que o cédigo R-3 é perfeito.

Exercicio 21 Demonstre a desigualdade:
H <logy(ns)

para uma fonte discreta com n, simbolos.

Exercicio 22 Uma fonte discreta possui um alfabeto de duas palavras-cédigo,
{01,10}. Cada um dos simbolos é enviado por um canal bindrio simétrico
com probabilidade de erro 0.03. Sabendo que a funcao probabilidade de
massa da fonte é dada por:

_)3/8 sex=01
Tx() = {5/8 se x = 10 (4.2)

Determine:

a) A entropia da fonte.
b) A entropia do canal.
¢) A informacao mutua.

Exercicio 23 Demonstre que, para um canal bindrio simétrico com probabili-
dade de erro p, a entropia condicional Hy|x é:

Hy|x = —p-logy(p) — (1 —p) - logy(1 — p)

Exercicio 24 Calcule a informacao mitua entre X e Y para o canal binario
simétrico com p = 0.15 sabendo que a fungao probabilidade de massa de
X é:

2)

0.5 sex=0
fX(x){OB sex=1

09 sex=0
fx(@) = {0.1 sex =1
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Exercicio 25 Considere um canal de informacao binario descrito pela seguinte
matriz de probabilidades’:

v

Determine:

a) A entropia do alfabeto da fonte Hx admitindo uma funcdo de pro-
babilidade uniforme.

b) A entropia condicional Hy|x.

¢) A informacdo mitua.

Exercicio 26 Considere um canal de informacao binario descrito pela seguinte
matriz de probabilidades (canal Z):

o1

a) A entropia do alfabeto da fonte H x considerando que um dos simbolos
tém o dobro da probabilidade de ser gerado pela fonte.

Determine:

b) A entropia condicional Hy|x.

¢) A informacgido mitua.
Exercicio 27 Qual dos seguintes cddigos sao ciclicos:

a) {0000, 1100,0110,0011, 1001}
b) {00000,10110,01101,11011}

c) Cédigo de dimensédo 4 com todas as palavras com peso de Hamming
igual a 2.

Exercicio 28 Dada a factorizacdo de 7 — 1 no seguinte produto irredutivel de
polinémios:
(x+1)(2® +z+1)(2® + 22 +1)

Determine todos os possiveis cédigos ciclicos de dimensao 7.
Exercicio 29 Considere um cddigo (7,3) gerado pelo seguinte polinémio:
glz) =zt + 23+ 2% +1
Determine, assumindo m = 101,

a) O polinémio r(z).
b) A palavra-cédigo c.

¢) Admita d como sendo uma rotacdo de um bit, & esquerda de c.
Confirme que o polinémio sindrome é zero.

L As linhas estdo associadas & fonte e as colunas ao receptor
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Exercicio 30 Considere um cédigo (15,5) gerado pelo seguinte polinémio:
glx) =0+ a8+ a5+t 2t 1

a) Obtenha a palavra-cédigo associada & mensagem m = 10101.

b) Mostre que o polinémio c(z) = x4 +28+2°+ 2141 pode representar
uma palavra-acédigo transmitida sem erros.

Exercicio 31 Sabendo que:
2 +1=(2+)(2®+2°+ 1)@ +z+1)
Determine,
a) Um polindmio gerador para um cédigo (9,6).
b) A matriz geradora G desse c6digo na forma sistemética.

Exercicio 32 Admitindo a seguinte factorizacio do polinémio =7 — 1:
1= - +z+1)(a®+z+1)
Determine,

a) Quantos c6digos ciclicos diferentes de dimensdo 7 sdo possiveis?

b) Descreva as dimensdes possiveis para um cédigo ciclico de compri-
mento 7.

¢) Escreva o polinémio g(z) e o polinémio de teste de paridade para um
cédigo (7,4).

d) Para o cddigo da alinea anterior descreva as matrizes G ¢ H (na
forma sistemadtica).

e) Escreva todas as palavras-c6digo, para um cédigo (7,3), utilizando
um dos dois possiveis polinémios geradores de ordem 4.

Exercicio 33 Determine a matriz geradora e a matriz teste de paridade do
c6digo de Hamming gerado por:

gz) =23 +2+1

Exercicio 34 Mostre que qualquer cédigo de Hamming é perfeito.

Exercicio 35 Obtenha as matri@ e H para o cédigo de Hamming (2™ —
1,2™ —m — 1) para m = 4.

Exercicio 36 Obtenha as matrizes G e H, na forma candnica, para o cédigo
de Hamming extendido (8,4).

Exercicio 37 A partir do polinémio h(z) = 2*+ 22+ +1 obtenha a matriz H
e mostre que se da matriz teste de paridade do cédigo de Hamming (7,4).


João Paulo Coelho
Sticky Note
g(x)=x^4+x+1
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4.2 Exercicios para Matlab

Exercicio 1
Desenvolva um script para Matlab que permita confirmar a lei dos grandes
ntimeros. Para isso gere N experiéncias com resultado {0, 1} (compor)

Exercicio 2
Construa uma funcao que tenha como argumento um vector e retorne uma
matriz circulante. Deve possuir como argumento de entrada um vector x
com dimensao n e deve retornar a matriz circulante. O protétipo da funcao
devera ser do tipo:

A = matriz_circular(x)

Exercicio 3
Construa uma fungao que retorne o valor das combinagoes de n elementos
tomados k-a-k sem recorrer a funcao factorial(). Compare o resultado
da sua funcao com o valor obtido por:

<Z>_k:'(nn'—k)' (4.3)

utilizando explicitamente a funcdo factorial(). A fungado deve possuir
dois argumentos de entrada n e k e uma varigvel de saida C (por exemplo:
C = combinacao(n,k)). O programa deve ainda avaliar os pardmetros de
entrada e avisar o utilizador no caso dos parametros serem invalidos.

Exercicio 4
Com base na funcao anterior, escreva uma funcdo para Matlab capaz de
calcular a probabilidade binomial para pardmetros arbitrarios n, k£ e r,
onde n representa o numero total de experiéncias, k o nimero de suces-
sos em n experiéncias e r a probabilidade de sucesso (por exemplo: P =
binomial (n,k,r))

Exercicio 5
Utilizando a funcdo anterior, e para n = 2 e k = 1, trace o grafico de P(x)
em funcao de r. Admita para r 1000 valores igualmente espagados entre
O0el.

Exercicio 6
Desenvolva uma funcgao capaz de retornar a codificacdo R3 de uma palavra
de dimensdo arbitraria. A funcdo deve ter um argumento de entrada
vectorial com elementos 0 ou 1 e um argumento de saida com a palavra-
c6digo equivalente. (por exemplo: vector_out=codR3(vector_in))

Exercicio 7
Repita o exercicio anterior para o caso genérico de um cédigo Rn para n
impar maior ou igual a 3. Ou seja a func¢ao agora, para além da mensagem,
deve possuir como segundo argumento de entrada o valor de n. (por
exemplo: vector_out=codR3(vector_in,n))

Exercicio 8
Desenvolva uma funcao que simule o comportamento de um canal bindrio
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simétrico (BSC) sem meméria. A funcdo deve admitir um vector de en-
trada e deve fornecer um vector de saida com a mesma dimensdo. Para
além do vector de entrada a fungdo deve transportar o valor da probabi-
lidade de erro (r).

(por exemplo: vector_recep=canal binario_simetrico(vector_emi,r))

Exercicio 9

Desenvolva uma fungdo que gere um vector bindrio aleatério (X), com
dimensdo arbitraria n, com valor esperado de bit a ’1’ ( E[X=1] ) igual a
rxn. A funcdo deve ter dois argumentos de entrada: a dimensao do vector
e o valor da probabilidade r. Deve retornar um vector com n elementos,
ou zeros ou uns, que satisfaca a condicdo de valor esperado. Teste o
seu programa calculando empiricamente o valor esperado para diferentes
valores de n e r.

Exercicio 10
Desenvolva um conjunto de fungoes para Matlab que executem as seguintes
operagoes:
e Soma mddulo-2 de duas varidveis (escalares, vectores ou matrizes).
e Produto mddulo-2 de duas varidveis (escalares, vectores ou matrizes).
e Rotacdo e shift de n bit a direita.
e Rotacao e shift de n bit a esquerda.
Exercicio 11
Desenvolva uma funcao para Matlab que retorne a distancia de Hamming

e o peso de Hamming de um par de strings binarias. A funcgao deve ser
do tipo:

[dH,wH] =HammDist (v1,v2)

onde dH é um escalar e wH um vector onde o primeiro elemento é o peso
de v1 e o segundo elemento é o peso de v2.

Exercicio 12
Modifique a funcdo do exercicio anterior de modo a que agora possa ser
calculada a distancia de Hamming entre o vector vl e um vector de vec-
tores (matriz) v2. Sugere-se o seguinte protdtipo::

dist=HammDist (v1,v2)

onde dist é agora um vector com a dimensao igual ao nimero de vectores
em v2.

Exercicio 13
Considere o cédigo da seguinte tabela:

[ c [ mensagem [ paridade “ c [ mensagem [ paridade ]
a 000 000 e 100 101
b 001 011 f 101 110
[¢ 010 110 g 110 011
d 011 101 h 111 000
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Desenvolva uma funcao para Matlab capaz de confirmar que a alteragao
de apenas um bit no cédigo de bloco pode ser detectado e corrigido pelo
critério da minima distancia de Hamming.
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